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RESUMO

O presente trabalho de cunho cientifico teve como objetivo analisar estratégias e
conjecturas que os alunos da disciplina de Calculo | de uma turma de licenciatura em
Matematica elaboram ao utilizarem tarefas investigativas envolvendo derivadas.
Como base tedrica, este estudo esteve pautado em Ponte, Brocardo e Oliveira (2016),
Magalhées e Varizo (2016) em relacdo aos fundamentos da Investigacdo Matematica.
A metodologia da pesquisa foi qualitativa, assistida pela observacao participante e
pela andlise descritiva. Os dados foram coletados por meio das anota¢des dos alunos
e questionario. O estudo foi realizado com 24 alunos de uma turma de 2° periodo de
graduacdo em Licenciatura de Matemética da Universidade do Estado do Amazonas
— UEA, localizada no municipio de Tefé — AM. Foram desenvolvidas atividades de
cunho investigativo com o intuito de desafiar os alunos a utilizar diferentes estratégias
e a formular conjecturas, em relacdo ao conteudo abordado que foi derivada. Em
especial, foi enfocado taxa de variagcdo, maximos e minimos. Os resultados enfatizam
gue o desenvolvimento de tarefas investigativas em sala de aula, contribui para que o
aluno seja ativo na busca da constru¢do de conhecimento matematico, assumindo o
protagonismo na sua formac&o educacional. Especificamente, por meio deste
trabalho, observou-se que o0s alunos construiram conhecimentos referente aos
conceitos de derivadas a partir da exploracédo de taxa de variagdo, maximo e minimo
mediante simulagfes padronizadas envolvendo areas de terreno, volume de caixas e
perimetro. Para a formulacdo de conjecturas utilizaram as seguintes estratégias de
representacdes simbdlica e numérica: simulagdes por meio da constru¢do de quadros,
desenhos, modelagem de funcdes e uso do excel.

Palavras-chave: Investigacdo Matematica. Derivada. Ensino Superior.



ABSTRACT

The present work of scientific nature is aimed to analyze strategies and conjectures
that students of the discipline of Calculus | of a class of degree in Mathematics
elaborate when using investigative tasks involving derivatives. As a theoretical basis,
this study was based on Ponte, Brocardo and Oliveira (2016), Magalhdes and Varizo
(2016) in relation to the foundations of Mathematical Research. The methodological
research was qualitative, assisted by participant observation and descriptive analysis.
Data were collected through student notes and a questionnaire. The study was carried
out with 24 students from a class of 2" semester undergraduate Mathematics degree
from the Amazonas State University - UEA, located in the town of Tefé - AM.
Investigative activities were developed in order to challenge students to use different
strategies and formulate conjectures, in relation to the content that was derived. In
particular, the rate of change, maximum and minimum, was focused. The results
emphasize that the development of investigative tasks in the classroom, contributes
for the student to be active in the search for the construction of mathematical
knowledge, assuming the protagonist in his educational formation. Specifically,
through this work, it was observed that the students built knowledge regarding the
concepts of derivatives from the exploration of the rate of change, maximum and
minimum through standardized simulations involving areas of land, volume of boxes
and perimeter. For the formulation of conjectures, the following strategies were used
symbolic and numerical representations: simulations through the construction of
charts, drawings, function modeling and use of Excel.

Keywords: Mathematical Investigation. Derivative. University education.
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1 INTRODUCAO

Os processos de ensino e de aprendizagem de matematica estdo sofrendo
mudancas nos ultimos anos devido a preocupacdo dos pesquisadores em investigar
novas alternativas de producédo de conhecimentos matematicos que despertem nos
alunos motivagao pelo estudo, e ndo medo. De acordo com Santos (2008, p. 3) alguns
alunos olham para essa disciplina com “temor”, expressando que “[...] ‘a matematica
é dificil’, ‘a matematica é chata’, ‘eu ndo consigo entender’, ‘tenho horror a

”m

matematica’, ‘é o bicho papao da escola”.

Estes educandos relacionam geralmente a matematica com tarefas exaustivas
e apresentam dificuldades de aprendizagem. Diante de tal contexto, professores da
disciplina produzem reflexdes acerca das transformagbes que 0 ensino vem
passando. Entretanto, segundo Krueger (2009), apesar do otimismo desta conquista,
os docentes sabem que podem enfrentar obstaculos para superar o contraste da
matematica fascinante, enunciada por autores brasileiros, com os conhecimentos

fundamentais para a vida e ao desenvolvimento cognitivo.

Refletindo sobre esta abordagem, considero que a Matematica mesmo diante
das dificuldades, é fascinante e os relatos seguintes enfatizam a minha jornada
estudantil e a motivacdo por esta area do conhecimento. Iniciei a jornada como
discente aos quatro anos de idade na Educacao Infantil em uma Creche Municipal,
localizada no municipio de Jurua — AM. Foram trés anos fundamentais para sequéncia

da caminhada escolar, pois, neste periodo aprendi o significado das letras, formacéao
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de silabas, palavras, escrita e leitura da representacdo simbodlica dos primeiros

ndmeros naturais.

Nos quatro anos seguintes, cursei 0s anos iniciais do ensino fundamental, na
época esta etapa correspondia de 12 a 42 sériel. A primeira e segunda série fiz na
Escola Estadual Armando Berredo no municipio de Juruda, a terceira e quarta série
estudei em uma Escola Estadual, no municipio de Fonte Boa — AM. Os momentos que
mais me recordo sdo as tabuadas de sexta-feira. A professora arrumava as cadeiras
da sala em forma de um circulo e perguntava para um aluno apdos o outro, expressées
das quatro operacdes contidas na tabuada. Quando um aluno errava, a mesma
pergunta era passada para o proximo, e assim por diante até alguém acertar. Me
lembro dos semblantes de medo que os colegas demonstravam no momento que

eram punidos pelo erro cometido na pergunta proposta.

Em contraste com esse contexto, Cerconi e Martins (2014) enfatizam que o
trabalho em sala de aula, direcionado para acGes pedagodgicas voltadas a
memorizacdo € um significativo problema aos processos de ensino e de
aprendizagem da matematica. Isto ocorre porque prioriza a repeticdo excessiva de
resolucao de exercicios em detrimento da construcdo de conhecimentos por meio de

habilidades adquiridas.

Entre o periodo de 1992 a 1995, cursei os anos finais do ensino fundamental,
62 a 82 série, em uma escola estadual, localizada no municipio de Fonte Boa - AM.
Nesta fase, apresentei melhores resultados na disciplina de Matemética. Mas, as
aulas ministradas pelos professores foram marcadas pelo uso somente do livro
didatico e do quadro para apresentacdo de férmulas que deveriam ser memorizadas
para a explicacdo da resolucdo de exercicios. Os professores enfatizavam com
frequéncia que deveriamos repetir varias vezes a resolucdo dos exercicios para

consolidar as expressfes gque precisavamos memaorizar para as provas.

Segundo os PCN’s (BRASIL, 1997) o ensino de mateméatica deve promover o

desenvolvimento do raciocinio do aluno, mediante a exploracdo de metodologia que

112 a 42 série significa atualmente, 2° ao 5° ano do Ensino Fundamental.
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priorize a aplicacdo de estratégias dinamicas, estimulando a reflexdo critica do
pensamento matematico. Nesta mesma linha argumentativa, a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) comenta que “desenvolver o raciocinio l6gico, o espirito de
investigacao e a capacidade de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos
conhecimentos matematicos para compreender e atuar no mundo” (BRASIL, 2018, p.

265) sao fundamentais para a construcao autbnoma de conhecimentos matematicos.

Destaco ainda que cursei o Ensino Médio no periodo de 1996 a 1998, na
mesma escola que estudei o Ensino Fundamental. Como este curso era magistério
profissionalizante, desenvolvemos vérias atividades de ensino nas escolas que
trabalhavam com os anos iniciais do Ensino Fundamental. Foi durante o
desenvolvimento dessas acbes que comecei a analisar a possibilidade de ser um
professor, e isto se concretizou durante a regéncia de uma aula sobre adicdo em uma
turma da 22 série. Nesta aula, explorei o conteudo utilizando o jogo do dominé que foi
construido pela turma e em seguida dividi a turma em grupos de dois, trés e quatro
alunos e explorei a operacdo de adicdo, utilizando os jogos de domind que

confeccionamos.

Durante a realizacdo desta atividade, fiquei contagiado com o entusiasmo dos
alunos e percebi que o jogo motivou a participacdo de todos. Proporcionou a
compreensao do tema de forma reflexiva, pois durante as jogadas eles olhavam para
as pecas da mesa e das maos com muita atencao antes de toda jogada. Observando
agueles alunos explorando com autonomia o tema que ministrei, brotou em mim um
sentimento de satisfacdo e alegria que me conduziram a decidir que como professor
de Matematica poderia contribuir de alguma forma para auxiliar os alunos a

construirem conhecimentos.

De posse do certificado do curso profissionalizante no Ensino Médio com
habilitacdo em magistério, comecei a trabalhar como professor em outubro de 1999
em uma turma multisseriada (tinha alunos da 32 e 42 série do Ensino Fundamental) de
uma Escola Municipal, localizada na comunidade do Triunfo, zona rural do Municipio
de Fonte Boa, interior do Estado do Amazonas. Esta comunidade tinha apenas dez
casas e aproximadamente 110 habitantes. Nao tinha 4gua encanada e luz elétrica

somente entre as 19 horas e 21 horas.
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Todos os pais dos alunos eram agricultores e pescadores, sendo que a maioria
deles ndo era alfabetizado. Nos anos anteriores, o professor que atuava era um
morador da comunidade que tinha apenas concluido os anos iniciais do Ensino
Fundamental. A escola tinha apenas duas salas de aula, ndo tinha banheiro, sala de
professores e nem biblioteca. Ela assistia alunos da Educacdao Infantil e anos iniciais
do Ensino Fundamental no turno Matutino e vespertino. No periodo da manh& haviam
duas turmas com alunos da faixa etaria de 3 a 6 anos, e a tarde com duas turmas,
uma com alunos de 12 e 22 série e outra de 32 e 42 série. Como a comunidade em que
esta localizada a escola € uma terra de varzea, e nos meses de maio e junho de cada
ano as terras ficam alagadas, devido ao fenbmeno natural da enchente que ocorre
todos os anos durante o inverno amazonense, 0 ano letivo iniciava em agosto de um

ano e terminava em abril do outro.

Trabalhei nesta escola durante cinco anos, e enfrentei muitas dificuldades, com
alunos de 32 e 42 que ndo sabiam ler e escrever. Diante da realidade, planejei
atividades voltadas para a alfabetizac&o e exploracdo das quatro operacfes basicas.
Explorei as principais dificuldades de aprendizagem dos alunos, leitura, interpretacéo,
adicdo, subtracdo, multiplicacao e divisdo por meio de jogos como dominds, gincanas

matematicas e um campeonato de leitura.

A partir do desenvolvimento do trabalho explorando as atividades citadas, a
maioria dos alunos que néo sabia ler, comecou a ler e os que liam com dificuldades
melhoraram a leitura, além de demonstrarem mais habilidade na capacidade de
interpretacdo. Fiquei feliz com os resultados obtidos e o reconhecimento da
comunidade pelo trabalho desenvolvido. Apds o quinto ano lecionando, aceitei o
convite do secretario municipal de educacéo para lecionar em outra comunidade para
atuar nos anos finais do Ensino Fundamental. Agradeci o apoio e o reconhecimento
da comunidade e parti para um novo desafio motivado pelo convite de ministrar a

disciplina Matematica em duas turmas da 52 série.

Em 2001, com a criacdo da Universidade do Estado do Amazonas — UEA,
percebi que chagara a oportunidade de realizar o sonho de fazer um curso superior.
Entéo prestei o vestibular e conquistei uma vaga, mas devido a problemas familiares
nao fui possivel realizar meu sonho. No ano seguinte, esta universidade criou o

PROFORMAR - Programa de Formacdo e Valorizacdo dos Profissionais de
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Educacdo. Aproveitei 0 momento e por meio de um exame de selecdo comecei a
estudar o curso Normal Superior com habilitacdo para atuar como docente na
Educacao Infantil e anos iniciais do Ensino Fundamental. Este curso foi fundamental
para minha formacdo profissional e o desenvolvimento do pensamento critico

reflexivo.

Em 2004, ministrei Matematica em duas turmas da 52 série do Ensino
Fundamental em uma comunidade chamada Barreirinha de Baixa. Esta localidade era
maior que a anterior, com uma populacdo de aproximadamente 300 pessoas, as
atividades econdmicas também eram baseadas na agricultura e na pesca. Destacava-
se na agricultura como produtores de farinha de mandioca, alimento tipico das
comunidades ribeirinhas do Amazonas. A experiéncia nesta comunidade como
professor de Matematica instigou o sonho de fazer um Curso de Licenciatura em
Matematica, ja que a formacdo que tinha ndo me habilitava a trabalhar com

Matematica nos anos finais do Ensino Fundamental.

No ano seguinte, resolvi me mudar para o municipio de Jurud, outra regido do
interior do Amazonas, onde fui docente de Matematica durante oito anos. Ministrei
aulas no turno matutino nos anos iniciais e no turno vespertino nos anos finais do
Ensino Fundamental em uma Escola Municipal, localizada na Vila de Tamanicud. Esta
comunidade tinha mais de 100 casas e aproximadamente 600 moradores, 0s quais a
maioria trabalha como agricultores e pescadores. A escola atendia mais de 200 alunos
distribuidos na Educacédo Infantil, Ensino Fundamental e Educacdo de Jovens e
Adultos — EJA.

Em 2007, a SEDUC — Secretaria de Estado de Educacdo e Qualidade do
Ensino do Amazonas implantou o Ensino Médio mediado por tecnologia em mais de
mil comunidades. Esta modalidade transmite via satélite aulas presenciais, onde 0s
professores titulares ministravam em tempo real as aulas no Centro de Midia de
Educacdao localizado em Manaus, capital do estado, que eram transmitidas por meio
de televisores instalados nas escolas das comunidades ribeirinhas. Estas salas de
aulas eram assistidas por um professor denominado de assistente, que auxiliava os
alunos, ligando os equipamentos, salvando os arquivos enviados (planos e roteiros de

aula e avaliagOes) e promovia as discussdes sobre os temas explanados.
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Atualmente, este projeto estd sendo desenvolvido em quase trés mil
comunidades, e contribui significativamente para o desenvolvimento educacional do
interior do Amazonas, visto que, depois de 11 anos de sua implementacdo ja
contribuiu com a formagéo de varios profissionais que estdo atuando nas areas da
saude e educacdo como enfermeiros, dentistas, médicos, professores, etc. Trabalhei
como professor assistente no Ensino Médio com mediacéo tecnoldgica no periodo de
2009 a 2012. Neste periodo, cursei a graduacao de licenciatura em matemética pela
Universidade Paulista — UNIP, a qual proporcionou experiéncias fundamentais para o
aprimoramento de conhecimentos matematicos e reflexdes sobre os processos de
ensino e de aprendizagem desta area. Entdo, inspirado com a formacdo em
Matematica, busquei aprofundamentos sobre as tendéncias que enfatizam o ensino
de Matematica. Assim, no ano de 2012, cursei especializacdo em Metodologia de
Ensino de Matematica pela UNIASSELVI — Centro Universitario Leonardo da Vinci.

Motivado pelas reflexdes assistidas na graduacao, lembro-me com satisfacéao
a criacdo do Projeto Exame Comunitario do Ensino Fundamental de Tamanicua —
ECEFT, em 2011. Escrevi o projeto e o apresentei para os demais professores da
escola, os quais o aprovaram e 0 mesmo foi desenvolvido. O ECEFT tinha o intuito de
analisar o desenvolvimento da aprendizagem dos alunos, em todas as areas do
conhecimento dos anos finais do Ensino Fundamental de uma Escola Municipal,
localizada no interior de Jurua — AM. Ele foi desenvolvido em duas etapas, uma no
primeiro semestre e outra no segundo. A primeira explorava os temas estudados no
primeiro e segundo bimestre; e a segunda, os conteudos explorados no terceiro e
guarto bimestre. Os alunos que apresentavam os melhores rendimentos eram

premiados com notebook, smatphones e kit de material escolar.

Esta foi uma estratégia para estimular os alunos a estudarem com mais
compromisso e dedicacédo. Este projeto foi desenvolvido de 2011 a 2012, e de acordo
com os resultados apresentados, melhorou o desempenho dos alunos. Um dos
motivos da néo continuidade do projeto foi a minha saida da comunidade no inicio de
2013, visto que além de criador do projeto, eu incentivava os demais professores a
ajudarem na organizagdo e execucdo do mesmo. Desta forma, analisando este
contexto, concordo que a motivagdo é fundamental para incentivar alguém a realizar
algo (ATKINSON, 2002).
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Nos anos de 2013 e 2014 lecionei Matematica nos anos finais do Ensino
Fundamental e no Ensino Médio em uma Escola Estadual localizada na sede do
municipio de Jurua. Esta cidade tem um pouco mais de dez mil habitantes e esta a
673 km em linha reta distante de Manaus. Esta escola assiste a populacéo nos trés
turnos (matutino, vespertino e noturno), trabalhando com Ensino Fundamental Il e

Ensino Médio.

Neste periodo trabalhei algumas atividades em sala de aula em duas turmas
de 7° ano, explorando a estratégia de resolu¢céo de problemas com o intuito de auxiliar
os alunos que estavam com dificuldades de aprendizagem referente a interpretacéo
de problemas matematicos. Mediante a exploracdo desta tendéncia matematica,
percebi que a maioria dos alunos apresentou desempenho satisfatério, mas alguns
ainda demonstravam algumas dificuldades. Entéo, realizei um diagnostico envolvendo
as quatro operagdes com esses alunos e percebi que eles ainda ndo dominavam o0s

conceitos iniciais de multiplicacao e divisao.

Em 2015, comecei uma nova fase na minha vida profissional depois de prestar
concurso publico e ser aprovado como docente auxiliar da Universidade do Estado do
Amazonas — UEA. Durante esses quatros anos que atuo como docente no ensino
superior, percebi que a maioria dos alunos apresentam dificuldades na assimilacéo
dos conceitos dos temas explorados pelas disciplinas Calculo I, Il e lll, principalmente
envolvendo aplica¢des de conteddos como derivadas e integrais. Geralmente, o indice
de reprovacgéo nestas disciplinas é alto, em particular em Calculo I. Um dos motivos é
a falta do dominio dos fundamentos elementares da matematica basica demonstrado
pelos discentes, principalmente em funcdes, que é um dos principais objetos de

estudo do Caélculo.

Diante deste contexto, e mediante as reflexdes efetivadas nas disciplinas do
Curso de Mestrado em Ensino de Ciéncias Exatas da Univates, resolvi investigar
sobre o0 uso da tendéncia Investigacdo Matematica. Os estudos das ideias de alguns
autores e didlogos com minha orientadora me motivaram a escolha dessa tendéncia
matematica como foco de pesquisa do trabalho de dissertacao, por acreditar que pode
proporcionar aprendizagem caracterizada pela construgdo autbnoma de
conhecimentos. Por isso, com o intuito de contribuir com 0s processos de ensino e de

aprendizagem dos alunos da Licenciatura em Matematica da Universidade do Estado
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do Amazonas — UEA, por meio de exploracdo de atividades investigativas, proponho
o0 estudo de derivadas com o olhar voltado para a taxa de variacdo, maximo e minimos
de funcdes. Assim, o tema desta pesquisa foi “Investigacdo Matematica no Ensino de

Derivadas em uma turma de Licenciatura em Matemaéatica”.

Este tema foi escolhido pelo fato da necessidade de serem desenvolvidas em
salas de aula intervencdes pedagogicas que proporcionam aos alunos ferramentas
gue podem promover a construcao auténoma do conhecimento, visto que, o estudo
de derivadas é fundamental para compreensao de comportamentos relacionados com
taxa de variacdo, maximo e minimo de fun¢des (ROCHA, 2010). O aluno, de acordo
com Martins Junior (2013) precisa assumir 0 papel de ator principal neste processo,
deixar a zona de conforto de apenas memorizar o que lhe é transmitido para formar

suas proprias concepcdes, explorando as relacdes mateméticas existentes.

A escolha da turma e o periodo do curso de Licenciatura em Matematica, foi
definido porgue no primeiro semestre de 2019 foi ofertada a disciplina de Célculo |
para a turma do 2° periodo do referido curso. Além disso, vale ressaltar que fui o
docente que ministrou esta disciplina para a turma. Portanto, este trabalho foi
desenvolvido com os alunos do 2° periodo do Curso de Matemética do Centro de

Estudos Superiores de Tefé/CEST da Universidade do Estado do Amazonas — UEA.

A escolha da Investigacdo Matematica foi determinada porque, de acordo com
Ponte, Brocardo, Oliveira (2016) é uma tendéncia que instiga o aluno a buscar, por
meio da investigacao, estratégias que produzam a elaborag¢do de conjecturas com
autonomia e eficidcia. Diante deste contexto, o problema de pesquisa desta
dissertacao foi: “Que estratégias e conjecturas os alunos dadisciplinade Calculo
I, de uma turma de licenciatura em Matematica, elaboram na exploracdo de

tarefas investigativas no estudo de derivadas? ”.

A partir deste problema de pesquisa, o presente trabalho apresentou como
objetivo geral analisar estratégias e conjecturas elaboradas pelos alunos da disciplina
de Calculo | do curso de Licenciatura em Matematica, ao utilizarem tarefas

investigativas envolvendo derivadas. E como objetivos especificos:
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o Explorar tarefas investigativas que instiguem os alunos a formularem
conjecturas sobre derivadas enfocando taxa de variacdo, maximos e minimos de

funcdes.

o Descrever as estratégias e conjecturas elaboradas pelos alunos

durante o desenvolvimento das tarefas investigativas propostas.

o Identificar dificuldades e avancos dos alunos no decorrer da exploracao

de tarefas investigativas.

O presente trabalho esté dividido nos seguintes topicos: Introdu¢éo, Referencial
Teodrico, Procedimentos Metodoldgicos, Resultados e Discussdes, Consideracdes
Finais e Referéncias. Na Introducéo ja descrita, destaco experiéncias vividas como
aluno e professor, enfatizando as dificuldades enfrentadas relacionadas aos
processos de ensino e de aprendizagem de Matematica, bem como as motivagcdes
para a escolha do tema mediante a fundamentacdo dos objetivos caracterizados com

as concepcdes da tematica da investigacao.

No segundo capitulo, Referencial Teodrico, apresento uma reflexdo sobre o
ensino de calculo diferencial e integral, a investigacdo matematica, o ensino de
derivadas e destaco alguns trabalhos ja desenvolvidos explorando tarefas
investigativas. Neste topico, portanto, descrevo o contexto da realidade do ensino de
derivadas nas perspectivas dos alunos e dos professores, apresento os fundamentos
da tendéncia Investigagdo Matemética como uma ferramenta metodolégica para o

ensino de matemaética.

No capitulo trés, destaco os procedimentos metodoldgicos que foram utilizados
para o desenvolvimento deste trabalho, que foi pautado na abordagem qualitativa,
observacédo participante, analise descritiva, e para auxilia da coleta de dados foram
utilizados ferramentas como diario de campo, gravador de voz e fotografia. Também
neste topico, descrevo os procedimentos adotados para o desenvolvimento das

tarefas investigativas.

No capitulo quatro, apresento os resultados e as discussfes abordadas sobre
as construgdes dos alunos, enfatizando as estratégias utilizadas pelos alunos para a

formulacdo de conjecturas, isto €, como procederam para investigar as tarefas
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propostas e em seguida abordo as consideracdes finais deste estudo de cunho
cientifico. Na sequéncia, apresento o capitulo cinco que destaca as consideracdes
finais, enfatizando as dificuldades e avancos no decorrer do trabalho, perspectivas
para trabalhos futuro envolvendo Investigacdo Matematica e a importancia deste
trabalho para minha pratica profissional, pessoal e académica. Também apresento as
referéncias que legitimam cientificamente este trabalho, isto €, os autores
pesquisados que serviram como ancora para esta investigacdo. E, por fim, os

apéndices.



21

2 REFERENCIAL TEORICO

Descrevo na primeira secdo deste capitulo alguns aspectos historicos do
Célculo Diferencial e Integral. Na segunda sec¢do, exploro o conceito de derivacao
(taxa de variacédo), derivada e reta tangente, limites e aplicagcbes de derivadas
(méaximo e minimo). Na terceira secdo, destaco ideias de autores sobre Investigacao
Matematica, em particular as de Ponte, Brocardo e Oliveira (2016), que orientaram o
desenvolvimento desta dissertacdo. Na quarta secdo, discuto alguns trabalhos ja
efetivados sobre investigacdo matematica e o ensino da derivada que contribuiram

para o desenvolvimento deste trabalho.

2.1 O ensino de Célculo Diferencial e Integral com fatos histéricos

O surgimento do Célculo Diferencial e Integral € datado de aproximadamente
h&a 350 anos, desde entdo tem provado mediante diversas aplicacbes porque é
considerado uma das grandes realiza¢des da humanidade. O estudo do Calculo nos
ultimos anos avancou, sendo explorado em varios cursos superiores das Ciéncias
Exatas por meio de metodologias que buscam a compreensédo desta teoria. Além de
seus principais idealizadores (Leibniz e Newton) merece também destaque
Arquimedes, ja que “as mais importantes contribuicbes de Arquimedes sao sobre
guestdes em cuja abordagem se usa hoje o Célculo Diferencial e Integral” (IEZZI;
MURAKAMI; MACHADO, 2013, p. 53).
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Santos e Bianchini (2004) destacam que o Céalculo é a principal ferramenta
matematica para as aplicacdes cientificas e tecnoldgicas desde o século XVII. Desta
forma, a intensificacdo da investigacdo acerca do ensino desta disciplina é importante
para a renovacgao de estratégias em prol do desenvolvimento da aprendizagem dos
temas explorados pelo Calculo. A disposicao deste instrumento matematico ocorreu,
segundo Bardi (2006), mediante uma guerra travada por Newton e Leibniz, que

duelaram durante vérios anos pela autoria da invencéao do Calculo.

Isaac Newton (1642 — 1727) nasceu na Inglaterra, é considerado o cientista que
revolucionou sua época com o desenvolvimento do calculo. De acordo com Flood e
Wilson (2013, p. 102) “Ele obteve a forma geral do teorema binomial, explicou a
relacdo entre diferenciacdo e integracdo, estudou séries de poténcias e analisou
curvas cubicas”. Para o referido cientista a fundamentacao da criacao do Célculo esta
diretamente relacionada com o movimento, como por exemplo, as explicacdes de
como as coisas mudam com o passar do tempo, ou fluxo, isto é, para Flood e Wilson
(2013, p. 102) ele explorava “[...] problemas com tangentes que envolviam

velocidades, [...] ele mostrou regras para calcular essas velocidades.”

Concernente a notoria contribuicdo de Newton e ao fato que ele gostava de
analisar acontecimentos relacionados com movimento, Flood e Wilson (2013, p. 103)

destacam a histéria da descoberta da gravidade por Newton:

Ao ver uma maca cair, ele disse perceber que a forca gravitacional que atrai
a maca para a Terra € a mesma que mantém a Lua em 6rbita em torno da
Terra e a Terra em Orbita em torno do Sol. Além disso, esse movimento
planetario é governado pela lei da gravitacdo universal, a lei do inverso do
guadrado: A forca de atracdo entre dois objetos varia de acordo com o
produto das massas e com o inverso do quadrado da distancia entre eles.

Outro renomado cientista que dedicou sua vida em prol de descobertas
matematicas foi Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716). Alemao contemporaneo de
Newton que também escreveu sobre as possibilidades que o Calculo Diferencial e
Integral proporciona a compreensdo de aplicacdes matematicas. Flood e Wilson
(2013, p. 106 —107) afirmam que:

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) foi o maior tedrico da logica e da
linguagem desde Aristoteles além de ser matematico e fildsofo do mais alto
nivel. Nas suas investigacBes, guiava-se pelo desejo de encontrar uma
‘légica da descoberta” em uma linguagem que refletisse a estrutura do
mundo. Isso ficou visivel na sua obra sobre aritmética binaria, I6gica
simbélica, no célculo e na sua maquina de calcular.
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O célculo de Leibniz foi, de longe, a sua obra mais ambiciosa e influente, mais
uma vez, surgiu do seu desejo de encontrar métodos simbdlicos gerais para
descobrir a verdade. O calculo de Leibniz se originou de maneira diferente do
de Newton e se baseava em somas e subtracdes em vez de velocidade e
movimento.

Diante deste contexto, percebe-se que tanto Newton como Leibniz foram
fundamentais para a construcdo de um novo universo matematico, que apresentava
ferramentas de exploracdo impactantes para o desenvolvimento do pensamento
matematico. De acordo com Rooney (2012, p. 157) “o que ambos os homens fizeram
foi descobrir um método para calcular a tangente de uma curva em um ponto

especifico da curva, dada somente a equagao que define a curva”.

A luz desta reflex&o, nota-se a relevancia desta descoberta e o reconhecimento
de que o Calculo Diferencial e Integral esta presente em diversas areas do
conhecimento, sendo essencial para a compreensdo de inimeros fenbmenos
naturais. Segundo Machado (2002), o Calculo Diferencial e Integral potencializa
explorar diversos temas em varias areas do conhecimento como Matematica, Biologia,
Fisica, Quimica, Engenharia, Economia, Computacao e até mesmo Ciéncias Sociais
e Ciéncias da Terra. Isto devido aos recursos de producdo de modelagem que
proporciona nas aplicagcbes que necessitam calcular, medir, prever e analisar
desempenho em setores econdmicos, situacdes estatisticas que favorece a busca por

padrbes de eficiéncia que potencializem o desenvolvimento cientifico da sociedade.

Desta forma, a compreensao das definicdbes sobre temas explorados nos
estudos de Calculo é fundamental para a pesquisa dessa area. Mas, os resultados de
aproveitamento de alunos em cursos de graduacdo que tem disciplinas relacionadas
com os temas de Calculo, mostra que a maioria dos alunos apresenta dificuldades de
aprendizagem. De acordo com Rezende (2003), alguns alunos destacam que Calculo
€ um terror, € muito dificil de compreender e aplicar suas teorias demonstrativas, visto
gue o indice de aproveitamento é muito baixo em questdes envolvendo prova de
propriedades mediante demonstracfes sistematicas. Segundo a referida autora, as
dificuldades de aprendizagem dos estudantes desta disciplina sdo de natureza
epistemoldgica, ja que para a pesquisadora essas mazelas ndo tem origem nas
técnicas e métodos de ensino adotados pelos professores. Rezende (2003) também

salienta que o desprovimento de uma fundamentacdo basica da matematica
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elementar é um dos fatores que contribui para o elevado indice de reprovacdo nas

disciplinas relacionadas com o Calculo.

Além desses fatores que proporcionam a reprovagdo em Calculo destacado por
Rezende (2003), Mello (2001) também ja elencava alguns motivos que contribuem

significativamente para esta estatistica:

e A concepcdo dos discentes e docentes em defenderem que € normal este

indice de reprovacéo e fracasso nessa disciplina;

e A deficiéncia de fundamentos basicos da matematica elementar que deveriam
ter sido desenvolvidos na Educacao Basica durante a passagem do aluno pelo Ensino

Fundamental e Médio;

e O vestibular para o nivel superior ndo mostra com eficacia as deficiéncias dos

alunos;

e A disciplina apresenta muito conceitos por meio de uma ementa que explora

diversos contextos;
e Formacao inadequada de docentes;

e Alguns alunos ndo demonstram interesse e motivacdo adequada para a

construcdo do conhecimento exigido pela disciplina.

Segundo Reis (2012), outro ponto importante que deve ser considerado é como
a disciplina de Calculo deve ser conduzida. Definir os conteudos que devem ser
ministrados e sistematicamente especificar como o trabalho sera efetivado mediante

a clareza dos objetivos propostos. Diante deste contexto, o autor pontua que a

[...] elaboracdo de curriculos e ementas, a escolha de bibliografias e livros
didaticos e a opgdo por uma determinada metodologia ou recursos
metodoldégicos, é que a préatica pedagdgica do professor de Calculo deve se
pautar, primeiramente, na reflexdo e compreensédo do papel fundamental do
Célculo Diferencial e Integral na formacdo matematica de seus alunos.
Somente estabelecendo elementos que esclarecam a real fung¢éo do Célculo
na formagdo matematica do aluno, o professor tera condi¢des de refletir sobre
gue obijetivos tracar, que conteddos e metodologias estabelecer, enfim, que
pratica pedagogica desenvolver! (REIS, 2012, p. 87).
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Para o desenvolvimento do ensino de Calculo Diferencial e Integral o docente
deve analisar diversas situacdes para produzir a aprendizagem, onde a forma de
planejar a aula, o contexto que sera aplicado e o nivel cognitivo dos discentes devem

ser considerados na execucédo das atividades pedagdgicas.

Nas aulas de Calculo Diferencial e Integral sdo trabalhadas continuamente as
demonstracdes e nas avalia¢cdes predominam a resolucédo de questdes envolvendo o
calculo de limites, derivadas e integrais mediante o treinamento exaustivo de
interminaveis listas de exercicios. Desta maneira, de acordo com Rezende (2003), as
acOes pedagdgicas no ambito da disciplina de Célculo podem ser analisadas a partir
de dois momentos: as demonstracdes que sdo evidenciadas nas aulas propriamente
ditas, onde o professor explora as provas das propriedades mediante a repeticdo
excessiva; e, 0 uso das técnicas nas avaliagcbes, isto é, a aplicagdo dos métodos de

resolucao trabalhados nas aulas anteriores.

Contribuindo com este contexto, Garzella (2013) destaca que 0 SuUCesso ou 0
fracasso de uma disciplina depende da postura pedagogica adotada pelo professor.
A autora destaca que utilizar determinada atitude sem considerar elementos como a
realidade cognitiva dos alunos e o &mbito favoravel ao desenvolvimento de atividades
dindmicas que fazem sentido a formacado profissional do graduando, ndo sera
suficiente para garantir a aprendizagem. Diante desta realidade, é essencial
considerar o papel do professor na interagdo dos conceitos fundamentais do Calculo
com sua aplicagdo no cotidiano dos alunos, visto que:

Dessa forma, cabe ao professor de Calculo, nos anos iniciais do curso,
apresentar ao estudante a importancia da disciplina no curso que este esta
inserido. Concebemos que uma possivel forma de mostrar essa importancia

€ desenvolvendo atividades em sala de aula em que sejam trabalhadas as
aplicagbes (GONCALVES; REIS, 2013, p. 420).

O Célculo Diferencial e Integral esta presente em vérios cursos das Ciéncias
Exatas como Engenharia, Matematica, Fisica, Quimica, etc. Geralmente, seus
conteudos sao distribuidos de acordo com o periodo/série do curso, onde sao
explorados os temas de funcdes, limites, derivadas e integrais. Devido a extensao
destes contetdos, em alguns cursos sao trabalhados em trés disciplinas denominadas
de Célculo I, Célculo Il e Célculo 1ll. Corroborando com este contexto, € fundamental

destacar que:
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E notdria a importancia dos contetdos, principalmente de funcdes, derivadas
e integrais como ferramentas matematicas para a andlise de fenébmenos
fisicos, bioldgicos, econdmicos, administrativos, contabeis, matematicos,
guimicos, computacionais, das engenharias e de outras ciéncias que visam
ndo s6 um avanco tecnolégico, mas, sobretudo, compreender, descobrir e
aumentar o conhecimento humano que serve a conducdo da vida ou ao
gerenciamento dos negocios (ALVARENGA; DORR; VIEIRA, 2013, p. 46).

Refletindo sobre a afirmacdo dos autores citados, destaco na préxima secao
alguns temas explorados pelo Calculo Diferencial e Integral envolvendo fungbes de
uma variavel como: definicdo de derivadas, aplicacdes envolvendo taxa de variacao,

maximo e minimo.

2.2 O estudo das derivadas

O ensino de derivadas € um tema explorado em pesquisas cientificas devido
suas diversas aplicacdes em areas como Matemaética, Fisica, Quimica, Engenharias,
Economia, dentre outras. Goncalves (2012, p. 32) afirma que:

O conceito de derivada é considerado um dos conceitos fundamentais do

Célculo. Por isso, seu estudo esta presente no curriculo de diversos cursos
superiores, dentro de disciplinas relacionadas ao Célculo, por possuir

aplicacGes em varias areas do conhecimento.

O interesse investigativo neste topico de Calculo é plausivel pela oportunidade
gue os conceitos de derivadas proporcionam para 0s estudantes desenvolverem
habilidades matematicas, essenciais ao sucesso na caminhada do estudo em tépicos
avancados de matemética. Além disso, de acordo com Igliori (2009) as constantes
pesquisas em relacdo a este tema buscam compreender as principais causas do baixo
indice de aproveitamento da maioria dos discentes dos cursos da &rea de Ciéncias
Exatas.

Os discentes dos cursos de graduacgéo da area de Ciéncias Exatas apresentam
dificuldades de aprendizagem nas disciplinas relacionadas a derivadas. Esta
afirmacao é comprovada mediante a observacgao durante varios anos como professor
desta disciplina. Os alunos reclamam das dificuldades que enfrentam neste tema. De
acordo com Reis (2009) um dos fatores que contribui para essa frustragao, por parte
dos alunos, € a metodologia utilizada pelo professor, isto €, as atividades sao
repetitivas e sempre desenvolvidas da mesma maneira: utilizacdo do quadro para

explicacdo e solicitacdo de resolucdo de longas listas de exercicios. Diante desta
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realidade, Catapani (2001) e Barbosa (2004) destacam que é fundamental incentivar
as pesquisas neste topico porque estas podem apontar causas e apresentar caminhos
gue contribuirdo para superar as dificuldades de aprendizagem apresentadas pelos
alunos.

Concernente ao conceito de derivadas, Gongalves (2012, p. 32) afirma que:

A derivada é um conceito que pode ser explorado a partir de diversos focos:
derivada como um limite, como inclinacéo da reta tangente a uma curva em
um ponto dado, além de situa¢des que envolvam taxa de variacdo e maximos
e minimos.

Uma das possiveis causas para as dificuldades dos alunos na aprendizagem
do conceito de derivada pode estar relacionada a dificuldades na
compreenséao do conceito de limite, que, por sua vez, ocasionam dificuldades
na aplicagcéo do conceito de derivada, em decorréncia do fato da derivada ser
um limite.

Para Maor (2008) a derivada esta relacionada com mudancas, isto é, sua
dimenséo estd ligada ao estudo das variacdes das taxas e o comportamento de
fendbmenos fisicos relacionados com tempo, velocidade, aceleracdo e corrente elétrica
fluindo em um circuito. O conceito de derivada esté relacionado ao estudo de fun¢des
em relacdo a taxa de variacdo instantanea que esta presente em diversas situacoes
do cotidiano por meio de diversas taxas como, o crescimento de uma determinada
populacdo, economia de um pais, mortalidade infantil, variacdo de temperaturas,
velocidade de corpos, isto €, é o estudo da variacdo de uma determinada funcédo em

momentos especificos.

Pesquisas relacionadas com os processos de ensino e de aprendizagem de
derivadas demonstram que realmente os alunos apresentam dificuldades ao lidar com
problemas de aplicacdes relacionados com o célculo diferencial. D’Avoglio (2002),
destaca que as dificuldades estdo relacionadas com o entendimento da definicdo
formal da derivada a partir do uso do conceito de limite. Além disso, o autor destaca
gue os discentes ainda nao desenvolveram competéncias matematicas essenciais

para auxiliar na compreensao desse tema.
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O referido autor investigou sobre “Derivada de uma fungédo num ponto: uma

forma significativa de introduzir o conceito” e chegou a conclusao através do Teste de

Sondagem? que os alunos confundem os seguintes conceitos:

a) derivada com reta tangente

b) derivada num ponto com a funcdo derivada,

c¢) derivada com regra para se achar a derivada,

d) reta tangente com coeficiente angular da reta tangente e também, que
muitos apresentam dificuldades de expressédo (D’AVOGLIO, 2002, p. 27).

Partindo destes conceitos, destaco que o foco deste trabalho em relacdo ao

ensino de Calculo, foi apenas a exploragéo de derivadas envolvendo fungées de uma

variavel, em particular, as aplicacbes de taxa de variacdo, maximo e minimo.

Concernente aos temas citados, que foram objetos de estudo desta pesquisa, no

ambito das derivadas destaca-se que:

Muitos fendmenos fisicos envolvem grandezas que variam, como a
velocidade de um foguete, a inflagdo de uma moeda, o nimero de bactérias
em uma cultura, a intensidade do tremor de um terremoto, a voltagem de um
sinal elétrico, a assim por diante... O estudo de taxas de variagcdo esta
bastante relacionado com o conceito geométrico de uma reta tangente a uma
curva (ANTON; BIVENS; DAVIS, 2007, p. 165).

Partindo da abordagem dos autores citados, entende-se que o estudo de

derivadas esté relacionado a exploracdo do conceito de reta tangente. Desta forma, &

relevante destacar o significado dessa palavra para instigar a reflexdo acerca de seu

papel no contexto de derivadas. Sendo assim, “a palavra tangente vem do latim

tangens, que significa tocando. Assim, uma tangente a uma curva € uma reta que toca

a curva. Em outros termos, uma reta tangente deve ter a mesma dire(;éo que a curva

no ponto de contato” (STEWART, 2013, p. 76). A figura 1 representa esta definicao.

2

Teste de Sondagem se refere as atividades que D’Avoglio (2002) aplicou em seis turmas de

graduacéo para verificar a habilidade dos alunos em trabalhar com o aspecto conceitual de derivadas
e ndo com a capacidade de manipular férmulas.
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Figura 1 — Coeficiente angular da reta tangente em P

.“‘
A

v = f(x)

Qxg + h, f(xg + h))

|
:./'(-“0 + h) — [Jlxg)
|
|

P(xg, /(xp))

> X

0 .\‘0 .".‘U } h

Fonte: Thomas, Weir e Hass (2012, p.117)

Thomas, Weir e Hass (2012) iniciam a discussao do capitulo sobre derivadas
destacando a definicAo de coeficiente angular e reta tangente que os autores

apresentam geometricamente na figura 1. Desta forma, para os autores o coeficiente

angular da curva Y= f(X) no ponto P(Xg, f (X)) é o nimero m produzido pela

. - - T(xg +h)—f(x) \
existéncia do limite expresso por mzr!lm0 h . A reta tangente a
%

curva em P € a que passa por P com esse coeficiente angular.

Semelhantemente, Howard, Bivens e Davis (2007) enfatizam este conceito
destacando a reta secante mediante a consideragdo de um ponto Q(x, f(x))
destacado na curva e distinto do ponto P. Desta forma, a inclinagédo da reta secante
f(x)—f (x0)

que passa por P e @ denominada de mp, € dada pela equagao mpy = o
A0
onde o x deve tender para x,, isto determina que o ponto Q na curva se aproxima do
ponto P. “Se a reta secante por P e Q atingir alguma posi¢éo limite quando x — x,,
entdo consideraremos essa posicdo como a posicdo da reta tangente em P
(HOWARD; BIVENS; DAVIS, 2007, p. 165). Os autores citados demonstram esta

definicdo, conforme visualizado na figura 2.
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Figura 2 — Interpretacdo geométrica da reta tangente

5303“\’6

J(x)

Sx )

Fonte: Howard, Bivens e Davis (2007, p. 177).

Desta forma, uma curva qualquer y = f(X) com um ponto P(X,, Y,) contido

nela, expressa a inclinacéo da reta tangente no ponto citado que esta sobre ela. Com
0 conhecimento da inclinacdo da reta tangente em relagdo a curva no ponto P, &
possivel determinar a equacédo da reta tangente a curva em P. Diante desse contexto,
verifica-se que:

f (Xg +Ax) - f(x)

m(Xy) = lim é a inclinacdo da reta tangente a curva no
Ax—0 AX

7

ponto P, se o limite existir. Desta forma, é possivel estabelecer a equacéao

= - f(xg+Ax) - (X)
y—f(Xg)=m(x—X,), e verificar a reta X=X, se Ilim for
AX—0 AX

infinito (GONCALVES; FLEMMING, 2006).

Goncalves e Flemming (2006) destacam o contexto referente a concepcéo de

reta tangente a partir do seguinte exemplo:

i) Encontre a inclinacé@o da reta tangente a curva y = x2 —2x+1 no ponto

(X0 Yo)-

Como f(x)= x2 —2x+1, entdo
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f (Xo +AX) = (Xg + AX)% = 2(xo + AX) +1

= XZ + 2XoAX + (AX)% — 2% — 2AX +1

Assim, m(x) = lim % +i’)‘() )
X—>

XZ + 2XAX + (AX)% — 2X, — 2AX +1—x02 +2%y -1

= |im
AX—0 AX
_im 2XoAX + (AX)% — 2AX
B AX—0 AX
. AX(2Xn + AX -2
_ jim 2X(2%o )
AX—0 AX

= lim 2Xy +Ax—-2
Ax—0

De acordo com o resultado encontrado, a inclinagcéo da reta tangente a curva

y = x% —2x+1 noponto (Xg,Yo) € M(Xg) = 2Xy — 2. Afigura 3 ilustra este contexto
para X, =3, onde tga=m(3)=2-3-2=4.

Figura 3 — Inclinag&o da reta tangente quando X =3

Fonte: Goncalves e Flemming (2006, p. 117).
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Analogamente, conclui-se que a derivada de uma fungéo f em um namero x é

. _ o . , . f(x+Ax)— f(x)
definida a partir da determinag&o do limite expresso f'(X) = lim
AX—0 AX

se o limite existir.

A derivada no contexto das taxas de variacdo pode ser analisada a partir de
uma quantidade y que depende de outra quantidade x, ou seja, y € uma funcao de x

que pode ser expressa por Y = f(X). De acordo com Stwart (2013, p. 134 — 135, grifo

do autor),

Se X variar de X; a X, , entdo a variagdo em x (também chamada
incremento de X serd
AX =X, — X
e a variagdo correspondente em y sera
Ay = f (Xz) — f (Xl)
O quociente das diferencas

Ay _ (%)~ f(x)
AX X, — %

€ denominado taxa média de variagdo de Y em relacéo a X no intervalo

[Xl, X2] e pode ser interpretado como a inclinagéo da reta secante PQ .

A figura 4 demonstra as caracteristicas citadas nas palavras do autor, onde é

realizada uma analogia com a reta secante ja enfatizada anteriormente.

Figura 4 — Taxa média de variacao e taxa instantanea de variacao

il

Fonte: Stwart (2013, p. 135).
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A figura 4 destaca que a taxa média de variacao € a reta secante que passa
por P(xq, f(x1)) € Q(x,, f(x;)) e a taxa instanténea de variagado € a reta tangente que

tangencia a funcao em P(xy, f(x;)). Desta forma, Stewart (2013, p. 135) enfatiza que:

Por analogia com a velocidade, consideramos a taxa de variacdo em
intervalos cada vez menores fazendo X, tender a X, e, portanto, fazendo Ax
tender a 0. O limite dessas taxas médias é chamado taxa (instantanea) de
variagdo de Yy em relagdo a X emX =X, que € interpretada como a

inclinacdo da tangente a curva y = f(x) em P(X;, f(x))):

. A . F(x,)—f(x
Taxa instantanea de variacéo = lim & lim M .
AX—0 AX XX X, =X

Reconhecemos este limite como a derivada de f'(X).

Analisando as relacdes das derivadas citadas, percebe-se que foram
destacadas duas interpretacdes envolvendo este tema, sendo uma associada com a
inclinacdo da reta tangente e a outra com a taxa instantanea de variacdo em relacéo
a funcdo y = f(x). Thomas (2012, p. 140) afirma que:

E natural pensar em uma quantidade variando em rela¢do ao tempo, mas
outras variaveis podem ser tratadas da mesma forma. Por exemplo, um
economista pode querer estudar a razdo pela qual o custo da producéo de
aco varia em relacdo a quantidade de toneladas produzidas, ou um
engenheiro pode querer saber como a poténcia de um gerador varia com a
sua temperatura(...). Logo, taxas instantdneas séo limites de taxas médias.
Convencionou-se usar o0 adjetivo instantineo mesmo quando X n&o

representa tempo. Entretanto, o adjetivo é omitido frequentemente. Quando
dizemos taxa de variacdo, queremos dizer taxa de variacdo instantanea.

Algumas aplicagdes envolvendo as taxas de variagéo utilizando derivadas séo

destacadas por Howard, Bivens e Davis (2007) em algumas areas como:

v" Na Biologia é evidenciada pelo interesse da descoberta da variacdo da

guantidade de bactérias de uma colénia em relacéo ao tempo;

v" Na Engenharia a taxa é empregada para estudar o comportamento da

variagao do comprimento de um cano de metal mediante a mudanca da temperatura;

7

v Na economia a taxa é empregada para verificar como os custos de

producdo mudam em relacdo a quantidade do produto que esta sendo produzido;

v" Na medicina o interesse na utilizacdo de taxa de variacdo como derivada
esta centrado na mudanca do raio de uma artéria em relagdo a concentracao de alcool

na corrente sanguinea.
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Contextualizando as afirmacdes citadas, destaca-se a seguir um exemplo de
aplicacao de taxa de variacdo envolvendo derivadas citados por Howard, Bivens e
Davis (2007, p. 175).

O fator limitante na resisténcia atlética é o desempenho cardiaco, isto é, o
volume de sangue que o coracao pode bombear por unidade de tempo durante uma
competicao atlética. A figura 5 mostra um gréafico de teste de esforco de desempenho
cardiaco V em litros (L) de sangue versus a quantidade de trabalho que esta sendo
feira W em quilogramas-metros (kg -+ m) durante 1 minuto de levantamento de peso.
O gréfico ilustra o conhecido fato médico de que o desempenho cardiaco aumenta
com a quantidade de trabalho, mas, depois de atingir um valor de pico, comeca a cair.

Figura 5 — Teste de esfor¢o no levantamento de peso

2
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-

Desempenho
cardiaco V (L)
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S S I

0 300 600 900 1200 1500

Fonte: Howard et. al (2007, p. 175).

a) Usar a reta secante que aparece na figura 6 para estimar a taxa média de
desempenho cardiaco em relagcao ao trabalho a ser executado quando este aumenta
de 300 para 1200 kg - m.
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Figura 6 — Reta secante para estimar a taxa média de desempenho cardiaco em

relacdo ao trabalho

n o

Desempenho
cardiaco V (L)

th o

300 600 900 1200 1500

Fonte: Howard et al (2007, p. 175)

Solucado: usando os pontos estimados (300, 13) e (1200, 19), a inclinacdo da reta

. , A (1200)—£(300 19 -13 6 L
secante da figura 6 é: y_ 1 1300) _ =—=0,0067—.
Ax 1200-300 1200—-300 900 kgm

Isso significa que em média o aumento de 1 unidade no trabalho que esta sendo

executado produz um aumento de 0,0067 L no desempenho cardiaco no intervalo.

b) Usar a reta tangente da figura 7 para estimar a taxa de variacédo instantanea do
desempenho cardiaco em relacdo ao trabalho que estd sendo executado no ponto

onde ele é de 300 kg - m.

Figura 7 — Reta tangente para estimar a taxa de variacao instantanea do desempenho

cardiaco em relacdo ao trabalho

25

n o L o

Desempenho
cardiaco V(L)

E |

300 600 900 1200 1500

Fonte: Howard et al (2007, p. 175)
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Solucado: Estima-se a inclinacdo da curva de desempenho cardiaco em W = 300
tracando uma reta que parece encontrar a curva em W = 300 com inclinacéo igual a

da curva da figura 7 Estimando os pontos (0, 7) e (900, 25) nessa reta, obtém-se
25-7
900-0

~ 0,02 —— .
kgm

Outro tépico abordado, no decorrer da intervencdo pedagdgica desenvolvida
nesta dissertacao, foi a aplicacdo de derivadas em relacdo a maximos e minimos,
onde foram explorados valores extremos de fun¢des. Esta aplicagcdo € importante,
pois sdo “valores extremos (maximo ou minimo) de uma fungdo a partir de sua
derivada. Uma vez que consigamos fazer isso, poderemos resolver uma série de
problemas de otimizacdo” (THOMAS; WEIR; HASS, 2012, p. 212). Analogamente,
Stewart (2013, p. 248) afirma que:

Algumas das aplica¢cdes mais importantes do célculo diferencial sdo os
problemas de otimizacdo, em que devemos encontrar a maneira 6tima
(melhor maneira) de fazer alguma coisa.

A seguir, listamos alguns dos problemas de otimizacgéo ...

m Qual é a forma de uma lata que minimiza o custo de manufatura?

m Qual é a aceleracdo maxima de um 6nibus espacial? (Esta € uma questao
importante para 0s astronautas que tém de suportar os efeitos da
aceleracéo.)

m Qual o raio de uma traqueia contraida que expele mais rapidamente o ar
durante uma tosse?

m Sob que angulo os vasos sanguineos devem se ramificar de forma que
minimizem a energia despendida pelo coracdo no bombeamento do sangue?

Esses problemas podem ser reduzidos a encontrar os valores maximo ou
minimo de uma funcao.

Desta forma, a exploracdo de maximos e minimos com o uso de derivadas €
fundamental para o entendimento de diversos temas, que sao importantes para o
desenvolvimento de setores relacionados com os conhecimentos cientificos. Além
disso, buscam a solucédo de problemas de otimizacdo, como minimizar custos em
empresas com 0 aproveitamento maximo dos recursos. Analogamente, verifica-se que
a exploracdo de derivadas neste contexto também proporciona a compreensao do
comportamento do espaco e formas, enfatizando, por exemplo, a possibilidade de
minimizar o desperdicio de energia do coracdo durante o bombeamento do sangue.

Os autores Thomas (2012); Stewart (2013); Flemming (2006) destacam que se
uma determinada fungéo f for continua em um intervalo fechado finito definido em [a,

b], entdo f tem ambos um maximo e um minimo absolutos em [a, b]. Esta definicédo é
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denominada de Teorema de Valor extremo. Se f é continua e tem exatamente um

extremo relativo em um intervalo I, ou seja, em X;.
Se f tiver um minimo relativo em Xg, entdo f (X;) é um o minimo absoluto de

feml.

Se f tiver um méximo relativo em X,, entdo f(Xy) é o maximo absoluto de f

em .

Um maximo absoluto também é um méximo local. Sendo o maior valor de
todos, é também o maior valor em sua vizinhanca imediata. Assim, uma lista
com todos 0os maximos locais incluira automaticamente o maximo absoluto,
se houver. De modo analogo, uma lista com todos os minimos locais incluird
automaticamente o minimo absoluto, se houver. (THOMAS, 2012, p. 214,
grifos do autor).

Desta forma, a figura 8 enfatiza as consideracdes do autor sobre os

conceitos de maximo e minimo.

Figura 8 — Identificacdo dos tipos de maximo e minimo em uma fungdo com dominio
as<x<hb

Miximo absoluto
Néio hd por perto valor maior de f.
Méximo local Também ¢ um miximo local.

Nio hd por perto valor de

f maior do que este.

Minimo local
Nio hd por perto valor de f
menor do que este.

Minimo absoluto

O menor valor de f. Minimo local

Também ¢ um Nio hd por perto valor
minimo local. de f menor do que este
» )
a ¢ ¢ d b

Fonte: Thomas, Weir e Hass (2012, p. 214).

A figura 8 destaca que o0s pontos de maximos e minimos podem ser
identificados em uma fungdo em um determinado intervalo fechado, onde esses

pontos dependendo de suas caracteristicas podem ser denominados de Maximo local,
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Méaximo absoluto, Minimo local e Minimo absoluto como ilustra a figura 8 enfatizando
seus respectivos conceitos. A exploracdo destes conceitos de maximo e minimo
destacado por Thomas (2012) considera que o estudo de derivadas é relevante
porque proporciona investigacdes acerca de contextos de aplicacbes relacionados
com varias areas de conhecimento. Dessa forma, contribui para a compreenséo de

fendbmenos envolvendo taxa de variacao e otimizacao.

Na proxima secdo, descrevo ideias sobre a Investigacdo Matematica na sala
de aula, destacando-se a fundamentacdo e o0s procedimentos utilizados nesta

metodologia para a construcdo do conhecimento matematico.

2.3 Investigacdo matematica

Ponte, Brocardo e Oliveira (2016) descrevem sobre os fundamentos da
Investigagdo Matematica, bem como sobre a agcdo pedagdgica dos professores e
alunos nas aulas de Matematica em que € utilizada esta metodologia. Analisam as
contribuicbes do desenvolvimento de atividades envolvendo a Investigacéo
Matematica nos processos de ensino e de aprendizagem desta area de conhecimento.
Nesta perspectiva os autores destacam que:

Importa saber se esta ao alcance dos alunos investigar questdes
matematicas e de que forma isso pode contribuir para a sua aprendizagem.
Importa também saber de que competéncias necessitam os professores para

promover esse tipo de trabalho nas suas aulas e que condigbes séo
necessarias para que isso aconteca (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2016,

p. 9).

O reconhecimento das condi¢cdes cognitivas dos educandos para a
Investigagdo Matematica e as potencialidades para o desenvolvimento da
aprendizagem deles sdo fundamentais a exploracédo do trabalho em sala de aula por
meio de tarefas investigativas. Além disso, de acordo com os referidos autores, 0s
professores necessitam compreender que necessitam desenvolver algumas
competéncias e refletir sobre que condicbes serdo necessarias para a realizacao

deste trabalho no seu ambito escolar.

Segundo Ponte (2016), investigar ndo significa trabalhar com problemas
complexos considerados dificeis, mas com a formulacao de atividades sem respostas

prontas, que instigue os alunos a formar conjecturas, construir conhecimentos com
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autonomia. Desta forma, Ponte (2016) destaca que a Investigacdo Matematica € uma
metodologia que dispde de recursos capazes de incentivar a construgcdo do

conhecimento em topicos tais como a geometria, 0s numeros € a estatistica.

Diante da potencialidade que a Investigacdo Matematica vem demonstrando
nos ultimos anos, é importante ressaltar que:
Em numerosas experiéncias ja empreendidas com trabalho investigativo, os
alunos tém mostrado realizar aprendizagens de grande alcance e
desenvolver um grande entusiasmo pela Matematica. Apesar disso, ndo
encaramos as investigagdes matematicas como a chave que permite por si
s6 resolver todos os problemas do ensino da Matematica. Ha muitas outras

atividades arealizar na sala de aula (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 20186,
p. 10 — 11).

Contribuindo com a ideia desses autores, Gongalves (2012) enfatiza que a
Investigacdo Matematica instiga os professores a buscarem mudancas no cotidiano
da sua acdo pedagogica na sala de aula em prol da construgdo significativa do
conhecimento, mediante a promocéao da aprendizagem dos educandos. “Para isso, é
necessario que o professor adote uma postura diferenciada em suas aulas, propondo
atividades que sejam capazes de desenvolver nos alunos, habilidades diversas de

modo que ocorra uma aprendizagem efetiva” (GONCALVES, 2012, p. 39).

Diante deste contexto, a Investigacdo Matematica € uma oportunidade para o
ensino de mateméatica. Segundo Menezes (2016, p. 10), as acbes com carater
investigativo exploratério mobilizam a participacdo dos alunos nas aulas, visto que:

Uma tendéncia contemporéanea no ensino de matematica é o trabalho com
atividades exploratdrias, atividades com investigacdo. Essas atividades
mobilizam os estudantes a participarem da aula construindo o conhecimento.
O professor deixa de ser a figura central, o “dono do conhecimento”, e passa
a ser um orientador. Vantagens significativas residem nesse tipo de aula:
alunos interagem com objetivos comuns, na busca de determinados

resultados podem surgir outros também significativos, conjecturas sao
produzidas e testadas.

Desta forma, analisando o pensamento do autor, o efetivo trabalho com acdes
investigativas é relevante porque promove a interacao dos educandos com os objetos,
gue sao propicios na construcdo dos resultados, mediante a confirmacdo dos
significados que séao analisados e devem ser legitimados a partir de realizagbes de

etapas que comprovem sua veracidade.
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Para o desenvolvimento de trabalhos em sala de aula por intermédio da
Investigacdo Matematica, é fundamental que as tarefas investigativas estejam
pautadas em quatro momentos. Tais momentos, de acordo com Ponte, Brocardo e
Oliveira (2016) necessitam ser realizados para dar significado e possibilidade a
construcdo do conhecimento com autonomia. Cada acdo desses momentos esta

descrita no Quadro 1.

Quadro 1: Momentos na realizacdo de uma investigacao

Exploracao e » Reconhecer uma situacéo problematica
formulacdo de | = Explorar a situagéo problema

guestdes = Formular questbes

= Organizar dados

Conjecturas = Formular conjecturas (e fazer afirmacdes sobre uma
conjectura)
Testes e » Realizar testes

reformulacéo » Refinar uma conjectura

Justificacdo e | = Justificar uma conjectura

avaliacao = Avaliar o raciocinio ou o resultado do raciocinio

Fonte: Ponte, Brocardo e Oliveira (2016, p. 21).

Desta forma, para Ponte, Brocardo e Oliveira (2016), a realizacdo interativa
desses quatro momentos é importante para a conquista de resultados satisfatérios,

onde a consolidacao da construcédo do conhecimento se concretiza mediante:
v reconhecimento da situacao problema;

v exploragdo deste contexto para a familiarizacdo das concepg¢des matematicas

do problema;

v' formulacdo de questbBes desafiadoras que instiguem os alunos a investigar e

criar estratégias de solucao;
v organizagao dos dados;

v formulacdo de conjecturas, confrontando a veracidade das deducdes

estabelecidas;
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v’ realizacdo de testes para verificar a eficacia das conjecturas formuladas;

v 0 aprimoramento da conjectura para favorecer a consolidacéo de habilidades

matematicas exploradas;

v justificacdo das provaveis deducfes como construcdes intelectuais palpaveis

em prol da aprendizagem autbnoma,

v  avaliacdo do procedimento executado que direcionou a construcao do

resultado, dando énfase a concepcéao reflexiva do raciocinio.

Considerando que as tarefas investigativas devem apresentar desdobramento

interativo, o Quadro 2 apresenta a natureza dessas acoes:

Quadro 2: Natureza de tarefas investigativas

Natureza Discussao

Aberta Importante para o desenvolvimento de capacidades como

autonomia e lidar com situagcado complexas.

Fechada Importante para o desenvolvimento do raciocinio
matematico, que se baseia nas rela¢cdes estreitas e rigorosas

entre dados e resultados.

Acessivel Importante para a autoconfianca, pela probabilidade de

alcance de sucesso.

Desafiante Importante para uma efetiva experiéncia matematica.

Fonte: Ponte (2016); Honorato (2018, p. 27).

Concernente a natureza de tarefas investigativas, percebe-se que todas sdo
importantes de acordo com os objetivos tracados pela pratica do professor. Mediante
o planejamento de trabalho e o contexto de aplicacdo, todas as naturezas de
atividades citadas no Quadro 2 devem ser exploradas em momentos especificos,
condicionadas as metas estabelecidas do trabalho pedagdgico. Diante desta
fundamentacao é essencial a percepcao de que:

O conceito de investigagdo matemética, como atividade de ensino-
aprendizagem, ajuda a trazer para a sala o espirito da atividade mateméatica
genuina, constituindo, por isso, uma poderosa metafora educativa. O aluno é

chamado a agir como um matematico, ndo s6 na formulagdo de questdes e
conjecturas e na realizacdo de provas e refutacdes, mas também na
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apresentacdo de resultados e na discussdo e argumentacdo com 0s seus
colegas e o professor (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2016, p. 23).

Interagindo com a argumentacdo de outros autores (BACCARIN, 2008;
PEREIRA; SCHMITT, 2015; MENEZES, 2016; e MACCALI, 2017; MAGALHAES;
VARIZO, 2016), que realizaram trabalhos explorando as ideias citadas anteriormente,
verifica-se que o desenvolvimento de tarefas investigativas nas aulas de Matematica
contribui para a construcédo coletiva de conhecimento, a partir da interacdo dos alunos
entre si e com o professor, onde todas as etapas realizadas devem ser discutidas e
argumentadas. O diferencial do trabalho com Investigacdo Matemética € a conexao
mutua de todas as etapas das atividades que vao deste o reconhecimento do
problema até a avaliacdo do resultado do raciocinio. Desta forma, € importante
explicitar que o aluno tem a responsabilidade de demonstrar iniciativa na busca pela
descoberta justificada e os professores ndo devem apresentar respostas ou caminhos

sobre a resolucéo das atividades.

Como introduzir uma aula usando Investigacdo Matematica? Pautado nos
trabalhos realizados dos autores citados anteriormente, a aula de investigacdo € um
desafio para o professor, € uma jornada rumo ao desconhecido, € uma tarefa de busca
em que o aluno é o detetive, ele é o cientista na constru¢cdo do conhecimento. Assim,
o discente é o proprio matematico formando suas préprias conjecturas e responsavel

pela escolha dos caminhos que o conduzira as descobertas almejadas.

Segundo Ponte, Brocardo e Oliveira (2016) sempre € possivel organizar um
cronograma de como ocorre 0 inicio de uma investigagdo, mas é improvavel definir
como ela ird terminar. Nao tem como prever 0os caminhos que os alunos usarao, 0s
conflitos entre eles, o que irdo conquistar ou se precisam recomecar, € nem prever
gual serd o comportamento da turma diante das intervencdes do professor, visto que:

Em sala de aula, o professor tem papel essencial no planejamento da
atividade investigativa. Além de definir a relevancia dessa tarefa dentre as
demais a serem realizadas pela turma, também decide com que frequéncia
ela sera recorrente. ApGs selecionar a situagdo a ser investigada, o docente
deve iniciar o planejamento da aula. Na organizacado e gestdo da aula, deve
levar em conta tanto a natureza da atividade da investigagdo quanto 0s

objetivos almejados. Nestas definicdes, deve considerar, em particular, o
modo pelo qual os alunos realizardo o trabalho (PEREIRA, 2015, p. 27).

Destaca-se ainda que para Ponte, Brocardo e Oliveira (2016) o

desenvolvimento de uma tarefa de investigacdo deve ser realizado a partir de trés
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fases mediante a aplicacdo de uma aula ou um conjunto de aulas. Assim, o Quadro 3
destaca cada um dos estagios que os autores consideram fundamentais para a

execucao de uma tarefa investigativa.

Quadro 3: Fases do desenvolvimento de uma atividade de investigagao

Fases Acoes

Primeira Introducéo da tarefa, em que o professor faz a proposta a turma,
oralmente ou por escrito.

Segunda Realizacéo da investigagao, aos pares, em pequenos grupos ou
com toda a turma.

Terceira Discussdo dos resultados, em que os alunos relatam aos
colegas o trabalho realizado.

Fonte: Ponte; Brocardo; Oliveira (2016, p. 25).

Segundo os autores, essas fases podem ser executadas de diversos modos,
mas para 0s mesmos, a maneira mais utilizada pelos professores é: “uma pequena
introducéo, seguida da realizagc&o da investigacdo, em pequenos grupos e, finalmente,
a discussao dos resultados, em grande grupo” (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA,
2016, p. 26). Portanto, de acordo com os autores, o trabalho em sala de aula por meio
de tarefas investigativas pode ser pautado nas concepcbes destas trés fases. E
fundamental o professor, no decorrer destas fases, assumir o papel de mediador,
estimulando os alunos a construirem conhecimento de forma autbnoma. De acordo
com o0s autores, investigar € uma acao que objetiva encontrar descobertas mediante

a exploracéo da criticidade e da capacidade de produzir conceitos.

A aula de investigacéo, de acordo com Ponte, Brocardo, Oliveira (2016) deve
ser desenvolvida mediante a reflexdo das seguintes a¢fes: o arranque da aula, o
desenvolvimento do trabalho, a discusséo da investigacdo e os papéis do professor
numa aula de investigagédo. Desta forma, fica evidente que para a realizagdo de uma
aula de cunho investigativo, tanto o professor quanto os alunos devem assumir o papel
de investigadores para realizarem acdes fundamentadas em conceitos que
caracterizem a efetivacdo de cada etapa do processo. De acordo com os referidos
autores, ao usar Investigagdo Matematica ndo apenas se realiza uma tarefa de
resolucdo de exercicio, mas um conjunto de acles interligadas capazes de gerar
descobertas que estimulem a producdo de conhecimentos com autonomia. Ponte,
Brocardo e Oliveira (2016) destacam que essas ac¢Oes sao fundamentadas em

concepcoes e atitudes que garantem a eficacia dos procedimentos que devem ser
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adotados para o desenvolvimento de uma aula de investigacdo, conforme

apresentados a seguir:
1. O arranque da aula:

a) E o momento essencial do trabalho porque o sucesso das etapas seguintes
dependera desta fase. Apesar de ser curta, € fundamental para construcdo dos

passos seguintes da aula de forma critica,

b) O professor precisa garantir a compreensao da tarefa é o que se espera de

cada aluno no desenvolvimento da atividade;

c) E um momento também que o professor deve ter muita atencdo para
conduzir os alunos a trabalharem com tarefas investigativas, visto que, provavelmente

os alunos desconhecem as concepc¢des de Investigacdo Matematica;

d) Nesta fase € fundamental a compreensdo por parte dos educandos o
significado de investigar.

2. O desenvolvimento do trabalho € executado a partir dos seguintes aspectos:
a) As situacdes devem ser exploradas mediante a formulacédo de questdes;

b) As conjecturas devem ser formuladas e testadas;

¢) Analisar as concepc¢des destacadas para a justificacdo das conjecturas.

3. A discussao da investigacéo deve ser desenvolvida mediante:

a) A interacdo entre os grupos € o momento importante de partilha de

conhecimento;

b) Os alunos devem analisar os caminhos adotados e confronta-los, mediante

reflexdo das conjecturas discutidas e justificadas;

c) Neste momento é fundamental o papel adotado pelo professor como
mediador para garantir que 0s resultados e 0s processos mais coerentes da

investigagcdo sejam comunicados;
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d) E essencial a reflexio de como o trabalho foi realizado em sala de aula e
destacar a organizacéo das principais ideias mediante a descricdo da estratégia em

busca de respostas;

e) Aprofundamento de uma conjectura € relevante para a legitimacdo da

construcdo de conhecimentos.
4. Os papeis de professor numa aula de investigacao deve ser:
a) Estar atento a sempre desafiar os alunos;
b) Utilizar durante o processo ferramentas para avaliar os alunos;

¢) Raciocinar matematicamente para desenvolver atividades que instiguem o0s

alunos a construirem conhecimentos;
d) Apoiar o trabalho dos alunos.

Corroborando com as argui¢des dos autores citados, Cavalheiro (2017, p. 56)
afirma que:

Em uma investigacdo em sala de aula, os alunos séo, portanto, o centro do

processo de ensino e aprendizagem da Matematica. Sao eles os autores da

construgdo dos proprios conhecimentos, no momento da elaboracéo,

verificacdo e resolugéo de questdes, problemas e conjecturas. Vale ressaltar

gue o papel do professor é fundamental para que tudo isso se concretize de
forma a atingir os objetivos propostos para a(s) aula(s).

Desta forma, o professor deve proporcionar em sala de aula um ambiente
favoravel ao desenvolvimento de tarefas investigativas a partir de acdes que
promovam a relagdo educador e educandos. Essa interagcdo matua e um ambiente de
aprendizagem favoravel sdo fundamentais e precisam ser construidos com
significados transparentes para garantir o sucesso do desenvolvimento das tarefas de
investigacdo (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2016).

Desta forma, as tarefas investigativas no ambito da matematica sdo acgdes
construtivas dotadas de potenciais estimuladores aos processos de ensino e de
aprendizagem da Matematica. A interacdo continua entre os agentes do processo
(professor/aluno) € essencial para garantir as metas estabelecidas mediante a

realizacdo de um trabalho pedagdgico diferenciado e desafiador, visto que, tanto o
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professor quanto o aluno devem estarem envolvidos nas atividades assumindo seus
papeis com compromisso e responsabilidade. Além disso, 0 registro dos alunos
durante o processo € importante a promoc¢ao da reflexdo das estratégias adotadas
para a formulagcdo das conjecturas, mediante o destaque dos caminhos discutidos

pelos alunos

O trabalho em sala de aula mediado por Investigacdo Matematica tem
potencialidade para desenvolver um ensino com qualidade e promover a
aprendizagem dos alunos de forma sistematizada. Além disso, a constru¢cdo do
conhecimento de forma critica reflexiva, onde a capacidade interpretativa qualifica a
cognicdo matematica, é essencial a compreensao de fenbmenos que requer um olhar

matematico mais apurado.

Todo trabalho pedagdgico relacionado com os processos de ensino e de
aprendizagem devem ser avaliados para verificar sua eficiéncia. Portanto, as tarefas
de Investigacdo Matematica devem passar por este processo também, porque de
acordo com Ponte, Brocardo e Oliveira (2016, p. 109):

Essa avaliac@o permitira ao professor saber se os alunos estéo progredindo
de acordo com as suas expectativas ou se, pelo contrario, € necessario
repensar a sua acdo nesse campo. Além disso, permitira ao aluno saber

como o seu desempenho é visto pelo professor e se existem aspectos a que
precisa dar mais atencao.

Os autores ainda enfatizam que as investigacfes estdo pautadas no alcance

de alguns objetivos curriculares essenciais ao sucesso da aprendizagem. A

construgdo autdbnoma de conhecimentos, que instrumentalizardo os educandos a

desenvolverem capacidades essenciais a compreensdo e aperfeicoamento de

habilidades e competéncias matematicas, sdo indispensaveis para a formacao
escolar, tais como:

Em primeiro lugar, pretende-se que o aluno seja capaz de usar

conhecimentos matematicos na resolucdo da tarefa proposta. Em segundo

lugar, pretende-se que o aluno desenvolva a capacidade de realizar

investigacdes. E, em terceiro lugar, pretende-se promover atitudes, tais como

a persisténcia e o gosto pelo trabalho investigativo (PONTE; BROCARDO;
OLIVEIRA, 2016, p.109).

Para a avaliacdo desses objetivos, estdo a disposicdo dos professores varias
ferramentas tanto de natureza escrita como oral, tais como: relatérios escritos,

observacéo informal, apresentacfes orais, etc. O relatério € uma producao textual
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sobre o desenvolvimento de um trabalho e pode ser feito individualmente ou em grupo.
O segundo instrumento avaliativo se refere a uma coleta de informacdes durante a
realizacdo da tarefa e do compartihamento das conclusdes a turma. As
apresentacdes orais podem ser feitas tanto de maneira individual quanto em grupo, é
0 momento propicio onde o trabalho realizado € apresentado aos demais colegas da
turma e ao professor, constituindo assim um momento de avaliacdo e de

aprendizagem (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2016).

A proxima sec¢do - o0 estudo da arte — apresento alguns estudos ja efetivados

em relacéo a Investigacdo Matematica e a exploracdo do ensino de derivadas.

2.4 Estudo de trabalhos referentes ao ensino de Derivadas

A pesquisa de dissertacdes relacionadas com o tema da presente investigacao
no portal da CAPES (Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior)
foi fundamental para o embasamento deste trabalho. Para o desenvolvimento desta
pesquisa, utilizei algumas palavras-chave como “Investigacdo Matematica e ensino
de derivadas”, mas a busca ndo encontrou nenhum resultado com a jungao destas
palavras. Entdo pesquisei “Investigacdo Matematica” e encontrei 105 trabalhos, e
depois busquei “ensino de derivadas” e 5 dissertagbes foram encontradas. Destes
trabalhos selecionei trés dissertaces relacionadas com o tema em estudo. Uma
explora derivadas com tarefas investigativas, e as outras duas destacam a exploracéo
de softwares no ensino de calculo — conceitos relacionados as derivadas de funcdes
reais. Os trabalhos selecionados estdo destacados no quadro 4, mediante a énfase

do titulo e do objetivo geral.

Quadro 4: Dissertacdes sobre Investigacdo Matematica e derivada

TITULO AUTOR | ANO OBJETIVO GERAL
Diferentes abordagens do | Allan Silva | 2017 | Elaborar um material de apoio
conceito de derivada: uma | Ferreira para o0 professor para ser
proposta de Investigacdo utilizado na introducéo do estudo
Matematica da Derivada, que auxilie na

atuacao didatica do professor de
Calculo, com a finalidade de
favorecer ao aluno uma melhor
compreensdo na construcdo do
conceito de Derivada
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Construgao e | Marcio 2014 | Identificar e analisar as possiveis
interpretacdo de graficos | Augusto contribuicbes da utilizagdo do
com o uso de softwares no | Gama software GeoGebra aos
ensino de Célculo: | Ricaldoni processos de ensino e
trabalhando com imagens aprendizagem de Calculo I, a
conceituais relacionadas a partir da realizacao de atividades
derivadas de funcdes de construcao e interpretacéo de
reais graficos.
Aplicacbes das Derivadas | Daniele 2012 | Desvendar as contribuicbes das
no Calculo I: atividades | Cristina atividades investigativas com o
investigativas utilizando o | Gongalves uso das TICE's para os
GeoGebra processos de ensino e
aprendizagem do conceito de
derivadas e suas aplicacdes em
Calculo Diferencial e Integral .

Fonte: do autor.

Ferreira (2017) desenvolveu um trabalho de conclusao de curso de mestrado
vinculado ao Programa de Pés-Graduacédo em Ensino de Ciéncias e Matematica da
Pontificia Universidade Catélica de Minas Gerais, onde explorou atividades
relacionadas com derivadas através do tema “diferentes abordagens do conceito de
derivada: uma proposta de Investigagdo Matemética com alunos de Licenciatura em
Matematica”. As dificuldades de aprendizagem e o alto indice de reprovacdo dos
alunos foram determinantes para investigar alternativas que proporcionassem
melhores resultados cognitivos relacionados a derivadas. Diante deste propésito, o0
trabalho foi direcionado a partir da abordagem da Investigacdo Matematica e das TICs
— Tecnologias da Informagao e Comunicacdo, mediante a utilizagdo de smartphones

através do aplicativo Geogebra e videos do canal do youtube (FERREIRA, 2017).

O autor descreve o tratamento de alguns livros didaticos referente ao conceito

de derivadas, destacando que:

Em todas as obras analisadas, o estudo de derivada é abordado inicialmente
pelo aspecto geométrico “reta tangente a uma curva”. Lembrando que a obra
mais antiga, de Piskounov foi publicada em 1977 e, a mais recente, de
Stewart, em 2014.

Verificamos, pela andlise das obras, que elas se aproximam no que diz
respeito & organizacdo e sequéncia na introducéo de derivada, bem como
suas abordagens. No entanto, as obras se distanciam bastante no que diz
respeito a contextualizacéo, posicionamento histérico e a aplicacédo do estudo
das derivadas (FERREIRA, 2017, p. 65).

O referido autor, utilizou a abordagem qualitativa a partir da analise textual

discursiva enfatizada por Moraes e Galiazzi (2007). Aléem disso, a pesquisa destacou
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um produto educacional que foi elaborado para auxiliar docentes de Calculo
Diferencial e Integral I. Diante dos resultados obtidos, o autor enfatiza que a “A
investigacdo matematica mostrou-se uma metodologia eficaz para o ensino e
aprendizagem,; trata-se de um caminho, que consideramos sem volta, os resultados
obtidos com uso desta metodologia sdo muito satisfatorios” (FERREIRA, 2017, p.
103). Os resultados referidos pelo autor, estdo relacionados com a capacidade que os
alunos desenvolvem de construir conhecimentos matematicos a partir da exploracao
de tarefas investigativas por meio da formulacdo de conjecturas, tais como perceber
gue muitos problemas envolvendo taxa de variacdo, maximizacdo e minimizacao

podem ser resolvidos mediante a exploracéo de derivadas.

O estudo de Ricaldoni (2014) intitulado “Construcao e interpretacao de graficos
com o uso de softwares no ensino de calculo: trabalhando com imagens conceituais
relacionadas a derivadas de fungdes reais”, foi uma investigacdo que gerou o seu
trabalho de concluséo de curso do Mestrado Professional em Educacdo Matematica
pela Universidade Federal de Ouro Preto. Neste trabalho, o autor buscou identificar e
analisar as possiveis contribui¢cdes da utilizacao do software GeoGebra aos processos
de ensino e aprendizagem de Calculo |, a partir da realizacdo de atividades de

construcao e interpretacao de graficos.

Esta pesquisa foi realizada com alunos do Curso de Licenciatura em
Matematica a partir da exploracéo de atividades de construcdo de graficos por meio
do software Geogebra. A pesquisa possuiu cunho qualitativo e a coleta de dados foi
desenvolvida por meio da pesquisa de campo. As informacdes coletadas foram
analisadas a partir dos registros das resolucdes das atividades propostas aos alunos,
arquivos das construcdes feitas no GeoGebra e questionario de avaliacdo das
atividades aplicados aos discentes (RICALDONI, 2014).

O autor destaca que foram implementadas cinco atividades exploratérias
relacionadas a derivadas de funcdes reais, mediante a utilizacdo do GeoGebra porque
€ uma ferramenta tecnolégica que tem funcdes dindmicas que possibilita a construcao
de graficos com preciséo e dinamismo (RICALDONI, 2014). A utilizagcéo de atividades
investigativas com recursos tecnoldgicos beneficiou a exploracdo de graficos de
funcdes e os problemas de maximizacdo e minimizacdo. Diante dos resultados, o

autor concluiu que:
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Nossa pesquisa mostrou que a realizagdo das atividades exploratérias com a
utilizacdo de um software contribuiu para a formagéo e a lapidacéo de vérias
imagens conceituais relacionadas as derivadas, com destaque para as
imagens algébrica e geométrica da derivada como inclinacéo da reta tangente
num ponto, além das suas propriedades fundamentais na constru¢do do
gréfico de uma funcéo.

Nossa pesquisa mostrou que a realizacédo das atividades exploratérias com o
uso do GeoGebra contribuiu para a possibilidade de constru¢do de novos
conceitos associados a derivada no laboratério de informatica, sem que esses
conceitos tenham sido trabalhados em sala de aula, como foi o caso da
apresentacao das derivadas laterais de uma funcédo (RICALDONI, 2014, p.
88 — 89).

Em suma, de acordo com o autor, os resultados demonstraram que trabalhar
os conteudos de derivadas mediante a exploracdo do software Geogebra contribui

para a compreenséao eficaz dos conceitos relacionados a esses temas.

Outra dissertagcdo de mestrado analisada foi de Gongalves (2012). A autora
explorou atividades investigativas e o0 GeoGebra a partir do tema “aplicagfes das
derivadas no Calculo [: atividades investigativas utilizando o GeoGebra”. Este trabalho
estd vinculado ao Programa de POs-Graduacdo Stricto Sensu da Universidade
Estadual Paulista Julio de Mesquita Filho de Bauru — SP. Com a realizacdo desta
pesquisa, ela buscou “Desvendar as contribuicdes das atividades investigativas com
o uso das TICE’s para os processos de ensino e aprendizagem do conceito de
derivadas e suas aplicagdes em Calculo Diferencial e Integral I” (GONCALVES, 2012,
p. 22).

O referido trabalho apresenta e discute algumas aplicacdes de derivadas no
contexto da Educacdo Matematica do Ensino Superior, com o intuito de contribuir para
a formacédo de futuros professores de Matemética. A autora utilizou a abordagem
gualitativa e coletou os dados por meio dos registros das solu¢des dos alunos,
construcbes feitas no GeoGebra, questionario de avaliacdo das atividades,
guestionario de avaliacdo aplicada ao professor da disciplina e registros de campos

dos pesquisadores.

A autora desenvolveu quatro tarefas investigativas destacando a construcéo de
sélidos como cilindro, caixa retangulares, e explorou as dimensfes mediante a
investigacdo de areas e volumes nos contextos das concepc¢fes de derivadas em

relacdo a maximos e minimos. Em todas as atividades o GeoGebra foi utilizado para
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a construcao dos graficos como recurso para auxiliar na elaboracéo de conjecturas.

Mediante a aplicacédo dessas atividades, Goncgalves (2012, p. 105) enfatiza que:
Nossa pesquisa apontou que a realizagcdo das atividades investigativas
contribuiu para a criacdo de um ambiente de discussdo, conjecturacao e
colaboragdo que nem sempre é possivel de se ter na sala de aula tradicional,
na qual o processo de aprendizagem €, quase sempre, totalmente guiado
pelo professor.
Isso foi percebido por todos os atores do cenario de pesquisa, ou seja, pelos
professores pesquisadores, pelo professor responsével e, principalmente,
pelos alunos participantes, que destacaram a importancia para sua
aprendizagem das discussdes proporcionadas pela realizacdo das atividades
em grupos.
Nossa pesquisa apontou que a realizacdo das atividades investigativas
contribuiu para formacéo inicial dos alunos participantes, futuros professores
de Matematica dos Ensinos Fundamental e Médio, na medida em que eles

tiveram a oportunidade de refletir sobre a importancia da realizacdo de
atividades com softwares para o futuro professor de Matematica.

Os trés trabalhos citados, foram importantes para efetivacdo desta pesquisa,
pois abordaram a exploracao de derivadas, tema principal deste trabalho. Além disso,
dois destes trabalhos enfatizam o estudo de derivadas por meio da Investigacéo
Matematica, metodologia abordada na presente pesquisa. O primeiro trabalho,
Ferreira (2017), destacado no Quadro 4 explora tarefas investigativas para instigar os
alunos a construirem conhecimentos sobre derivada a partir da investigacdo de
situagdes padrbes que possibilite a formagéo intuitiva deste conceito, mediante a
exploracdo dos temas velocidade média, interpretacdo geométrica por meio do
aplicativo Geogebra e trabalha com a Histéria da Matematica através de videos do
Youtube, enfatizando a origem do Calculo Diferencial e Integral. O segundo e o
terceiro trabalho abordam Investigagdo Matematica por meio do software Geogebra,
sendo que Ricaldoni (2014) enfatiza a maioria das atividades na construcdo de
gréaficos de funcbes e uma atividade sobre problemas de maximizacdo e minimizacao,
enquanto Gongalves (2012) utiliza somente problemas de aplicagdo (maximo e

minimo) para explorar o conceito de derivada.

Desta forma, os trés trabalhos citados, contribuiram para o desenvolvimento
desta dissertacao porque abordaram o mesmo tema aqui apresentado. De acordo
com esses trabalhos, o desenvolvimento das tarefas investigativas contribui para a
ressignificacdo de conceitos matematicos, onde o aluno assume o papel de
investigador, e se lanca na busca da construcdo de conhecimentos por meio da

formulacao de conjectura, teste, validacéo e socializagao dos resultados.
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Os suportes tedricos dos trés trabalhos citados, contribuiram significativamente
para a reflexdo e construcdo tedrica desta dissertacdo. Uma caracteristica
apresentada por dois desses trabalhos que diferencia do presente trabalho foi a
definicdo do software Geogebra como ferramenta para explorar as questbes
propostas, isto ocorreu porque deixei os alunos a vontade para buscar as ferramentas
gue desejassem. Ja em relacdo as tarefas investigativas utilizadas pelos autores estas
auxiliaram para melhorar o entendimento sobre questdes abertas e fechadas, visto
gue, nota-se que as tarefas exploradas por esses autores apresentavam
caracteristicas voltadas para exercicios e problemas e néo tarefa investigativa. Ponte,
Brocardo e Oliveira (2019, p. 22) afirmam que:

Numa investigacao, as coisas sdo um pouco diferentes. Trata-se de situacdes
mais abertas — a questdo nao esta bem definida no inicio, cabendo a quem
investiga um papel fundamental na sua definicdo. Em uma vez que os pontos

de partida podem ndo ser exatamente 0s mesmos, 0s pontos de chegada
podem ser também diferentes.

Na sequéncia, apresento os procedimentos metodoldgicos, destacando a
abordagem da pesquisa, os instrumentos de coletas de dados, a descricdo do objeto
de estudo, a forma de andlise de dados e as atividades realizadas no decorrer da

intervencdo pedagodgica efetivada.
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3 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Os procedimentos de pesquisa adotados por professores em diversas areas do
conhecimento tém evoluido nos ultimos anos devido principalmente as realizac6es de
pesquisas desses profissionais em prol da compreensao dos fatores que contribuem
para as dificuldades de aprendizagem apresentadas pelos alunos (CAVASOTO,
2008). Pesquisas desenvolvidas explorando tendéncias na Educacdo Matematica,
coletam informacdes que orientam os educadores a buscarem novos horizontes para
a otimizacdo das atividades desenvolvidas em sala de aula de acordo com as

necessidades intelectuais dos educandos.

Desta forma, a pesquisa na Educacdo Mateméatica € um meétodo cientifico
refinado, pautado na sistematizacdo de um processo continuo que visa descobrir
respostas para problemas relacionados com diversos contextos. Trata-se de um
processo formal, com caracteristicas especificas, fundamentadas em regras que
direcionam a constru¢cdo do trabalho cientifico em busca da obtencdo de novos
conhecimentos. Além disso, € o desenvolvimento de acfes planejadas e orientadas
para a conquista do saber almejado (GIL, 2019; LAKATOS; MARCONI, 1996).
Corroborando com esta ideia, Seabra (2001) enfatiza que a pesquisa deve ser
analisada como um procedimento sistematico, argumentado no controle e sujeito a
criticas, e esta estreitamente comprometido com a descoberta de novos saberes de

gualquer &rea do conhecimento.

Para o desenvolvimento de um trabalho de cunho cientifico é fundamental
compreender as no¢gles que caracterizam a metodologia, isto €, o caminho que deve

ser adotado para o alcance dos objetivos almejados. Convergentemente, Figueiredo
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e Souza (2011, p. 144) afirmam que “metodologia é o conjunto de métodos ou
caminhos que devem ser percorridos na busca do conhecimento”. E um planejamento
de passos que devem ser seguidos de forma organizada de acordo com o contexto
de aplicacédo de determinadas tarefas em prol da conquista do resultado almejado.
Assim, a presente proposta foi fundamentada na pesquisa qualitativa porque
“pesquisas realizadas segundo uma abordagem qualitativa nos fornecem informagdes
mais descritivas, que primam pelo significado dado as acdes” (BORBA; ARAUJO,
2017, p. 25).

Os autores destacam que a Educacdo Matematica € um universo de
investigacao determinado globalmente, mas a utilizacdo de abordagens qualitativas
neste campo de pesquisa ainda é novo e esta ganhando for¢a nos ultimos anos. Desta
forma, € desafiador o professor de mateméatica, habituado a trabalhar com dados
guantitativos, adotar procedimentos metodolégicos com caracteristicas qualitativas
como ferramenta de producdo de conhecimento (BORBA; ARAUJO, 2017). Esta
abordagem de pesquisa contribuiu para o desenvolvimento desta pesquisa com
caracteristicas investigativas pela sua esséncia de buscar a compreensao dos fatos
de acordo com o processamento fiel das informacdes registradas. Analogamente,
percebe-se que:

As caracteristicas da pesquisa qualitativa sdo: objetivacdo do fendmeno;
hierarquizacéo das a¢bes de descrever, compreender, explicar, preciséo das
relagBes entre o global e o local em determinado fenédmeno; observancia das
diferencas entre 0 mundo social e o mundo natural; respeito ao carater
interativo entre os objetivos buscados pelos investigadores, suas orientagdes

tedricas e seus dados empiricos; busca de resultados os mais fidedignos
possiveis (GERHARDT; SILVEIRA, 2009, p. 32).

Araujo e Borba (2017) ainda contribuem com esta tematica destacando que a
pesquisa qualitativa deve estar pautada em uma visao de conhecimento que busque
a otimizagao das informacdes a partir dos instrumentos de coleta de dados como
observagdes, entrevistas, andlises de videos, interpretacdes, etc. Assim, a presente
pesquisa é de cunho qualitativo, pois a pretensao foi compreender os comportamentos
de um determinado grupo ao trabalharem com tarefas investigativas explorando
assuntos relacionados ao tema derivadas. Além disso, foram analisadas as
estratégias e conjecturas elaboradas, por cada grupo de alunos, no decorrer do
desenvolvimento das tarefas investigativas, bem como a argumentacdo da forma de

resolucéo na socializacéo dos resultados.
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A luz desta abordagem, a observacéo participante auxiliou o desenvolvimento
dinamico deste trabalho, visto que:

A observacéo participante € uma modalidade especial de observacao na qual

vocé ndo é apenas um observador passivo. Em vez disso, vocé pode assumir

uma variedade de func¢des dentro de um estudo de caso e pode, de fato,
participar dos eventos que estdo sendo estudados (YIN, 2001, p. 112).

Analisando a afirmagao do autor, a observagao participante proporcionou o
contato constante e ativo com o grupo em estudo porque “consiste na participacdo
real do pesquisador com a comunidade ou grupo. Ele se incorpora ao grupo,
confunde-se com ele. Fica tdo préximo a comunidade quanto um membro do grupo
que esta estudando e participa das atividades normais deste” (MARCONI; LAKATOS,
p. 2019, p. 211). Esta atitude é importante porque o papel do professor pesquisador
na Investigacdo Matematica é de mediador, ou seja, € o elemento-chave que deve
auxiliar os alunos a compreenderem a esséncia de investigar, proporcionando o
entendimento de todos os alunos acerca do sentido da tarefa proposta (PONTE;
BROCARDO; OLIVEIRA, 2016).

Como as tarefas investigativas foram desenvolvidas em sala de aula, utilizei a
observacéo participante pela importancia dos registros das acdes dos discentes para
posterior andalise. Assim, fiquei atento observando reac6es dos alunos, suas falas e
argumentos no decorrer da resolugéo das atividades. Tais observagdes anotei em um
caderno de campo, no qual registrei também reflexdes no decorrer do
desenvolvimento da intervencéo, pois o “caderno de campo, deve conter o registro
detalhado das informacdes, observacdes, bem como as reflexdes que surgem durante
toda a pesquisa” (SOUZA, 2013, p. 10).

Os dados foram coletados mediante os seguintes instrumentos: observacéo
participante, questionario e recolha documental por meio dos cadernos de anotacfes
dos discentes e do docente, tais instrumentos foram auxiliados pelas ferramentas
gravador de voz e fotografia. Os alunos registraram durante as atividades informagdes
relevantes sobre os procedimentos adotados, destacando as conjecturas e
conclusdes estabelecidas sobre os conteudos explorados em um caderno de
anotacdes. Cada grupo recebeu um caderno e elegeu um aluno, por atividade, para
fazer os registros, isto é, os resultados e os procedimentos utilizados para a
elaboracao de conjecturas em cada atividade.
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O gravador de voz foi utilizado para coletar informacfes que poderiam ter
escapado do registro dos cadernos do professor e dos alunos. Em cada grupo foi
colocado um gravador para gravar as discussdes durante o desenvolvimento de todas
as atividades, bem como foram gravadas as socializagdes que ocorreram no final das
tarefas. O uso desta ferramenta corrobora significativamente para a reproducéo fiel
da veracidade dos resultados apresentados (MARCONI; LAKATOS, 2019).

A fotografia foi outro recurso empregado porque potencializa a captura real do
contexto do local da atividade, a expressao facial dos alunos, 0os gestos no momento
dos didlogos na busca de estratégias para a elaboracao de conjecturas. Além disso,
o olhar dos participantes no momento da comprovacao das conclusdes apresentadas
€ importante, pois, dialogando com Andrade (2008) percebe-se que a fotografia € uma
ferramenta que assume papéis de mediacao, registro e arquivamento. Em relacédo ao
gravador de voz e a fotografia, eles foram empregados como ferramentas
complementares que auxiliaram na observacdo, mas o0s instrumentos de coletas de
dados utilizados foram a observacdo participante por meio dos gravadores e
fotografias, o questionario e a recolha documental por meio dos cadernos de
anotagoes.

Foi aplicado um questionario ao término das atividades para verificar a
avaliacao dos alunos sobre as tarefas investigativas desenvolvidas. Este instrumento
se encontra no apéndice C e as questdes tiveram como foco as opinides dos alunos
sobre o desenvolvimento das tarefas investigativas. De acordo com Marconi, Lakatos
(2019) o questionario € um documento elaborado com varias perguntas ordenadas
gue fornecem informacdes importantes para a analise posterior dos dados coletados,

ou seja, € uma técnica de coleta de dados que busca respostas sobre o objeto
estudado a partir de questdes produzidas de acordo com o interesse do pesquisador.

Mediante a utilizacdo dos procedimentos de coleta de dados citados, foi
possivel coletar informac@es suficientes para a andlise de dados que possibilitou a
resposta ao problema de pesquisa: “Que estratégias e conjecturas os alunos da
disciplina de Calculo I, de uma turma de licenciatura em Matematica, elaboram na

exploracdo de tarefas investigativas no estudo de derivadas?”
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Os dados coletados foram analisados a partir da analise descritiva porque o
foco foi descrever todos os fatos e dados de maneira mais real e veridica possivel.
Segundo Cervo et al (2007) esta andlise possibilita a descricdo detalhada das
caracteristicas e das relacBes existentes nos grupos, comunidades ou realidade
analisada. Além disso, para esses autores este tipo de andlise favorece a pesquisa
de forma mais ampla e completa, pois se preocupa com a analise dos fatos, os quais
devem ser descritos em detalhes, para entdo serem analisados a luz de referenciais

tedricos consistentes.

A presente pesquisa foi efetivada na Universidade do Estado do Amazonas —
UEA, no Centro de Estudos Superiores de Tefé — CEST, localizado no municipio de
Tefé, interior do estado. Para o desenvolvimento deste trabalho, no local citado, foi
encaminhado, para a dire¢éo deste centro educacional, o termo de consentimento de
realizacdo da pesquisa (APENDICE A).

Esta instituicdo de ensino superior, UEA, iniciou suas atividades em 2001 com
o objetivo de “promover a educacéo, desenvolvendo o conhecimento cientifico, em
particular o da regido Amazénica, juntamente com valores éticos capazes de integrar
o homem a sociedade e, também, aprimorar a qualidade dos recursos humanos”
(ESTACIO, 2012, p. 1538), focada no desafio de desenvolver a Amazoénia de forma
sustentavel. Desenvolve atuacdo académica nas seguintes areas: Ciéncias Exatas e
da Terra, Ciéncias Biologicas, Engenharias, Ciéncias da Saude, Ciéncias Agrérias,
Ciéncias Sociais Aplicadas, Ciéncias Humanas e Linguistica, Letras e Arte. Saliento
gue oferece os niveis de ensino de graduacdo, pés-graduacdo Lato Sensu e Stricto
Sensu. Trabalha com as modalidades de ensino presencial, presencial modular e
presencial mediado por tecnologia, através de oferta regular ou modular. Oferece os
cursos nas modalidades de bacharelado, licenciatura e tecndélogo nas Escolas
Superiores, Centros de Estudos Superiores e Nlcleos de Ensino Superior. As escolas
estdo todas localizadas na capital do estado (Manaus), os centros e 0s nucleos estéo

localizados nos municipios do interior do Estado.

A pesquisa foi desenvolvida na disciplina de Calculo I, em uma turma de
Licenciatura em Matematica no Centro de Estudos Superiores de Tefé — CEST/UEA.
As tarefas investigativas foram aplicadas no primeiro semestre de 2019, para 24

discentes, 16 homens e 8 mulheres, que cursavam o 2° periodo da graduacdo. Além
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disso, vale salientar que 8 desses alunos ja cursaram esta disciplina anteriormente e
nao foram aprovados. Vale destacar também que antes da aplicacdo das tarefas
investigativas, que gerou os resultados apresentados na proxima secdo, desta
dissertagéo, foi explorada uma tarefa investigativa para proporcionar aos alunos a
percepcdo dos fundamentos do desenvolvimento de uma tarefa de cunho

investigativo.

A disciplina de Calculo | é oferecida no 2° periodo do curso porque no 1° é
ministrado o componente curricular Matematica Elementar para promover uma revisao
dos temas basicos de matematica, principalmente sobre fun¢des, de modo a oferecer
a reconstrucdo dos fundamentos matematicos que sao pré-requisitos para Calculo |.
A carga horaria é de 90 horas e em sua ementa constam 0s seguintes temas:
sequéncias; limites e continuidade; derivada; estudo da variagdo das funcgoes;
derivada das funcgdes inversas; aplicacfes das derivadas; teorema do Valor Médio;
integral de Riemann; teorema fundamental do Calculo; técnicas de integracao;
aplicacdes de integrais. Mediante a ementa da referida disciplina, enfatizo que foi
ministrado o ensino de derivadas explorando o conceito de derivadas como taxa de

variacdo e a aplicacao de derivadas envolvendo maximos e minimos de funcdes.

A turma foi dividida em grupos de quatro a seis discentes, pois € um dos
principios da investigacdo matematica. Foram exploradas cinco tarefas investigativas
fundamentadas nas caracteristicas dos momentos e das fases do desenvolvimento
do trabalho pedagdgico utilizando Investigacdo Matematica em sala de aula. Antes do
inicio das atividades, foi realizada uma reunido com os alunos para a explicacao dos
procedimentos das tarefas que, posteriormente, foram desenvolvidas, discussao
sobre a Investigacdo Matematica, esclarecimentos dos principios éticos e
apresentacéo do Termo de Livre Consentimento e Esclarecido (APENDICE B).

As atividades foram realizadas em sete encontros e cada tarefa foi
desenvolvida em trés aulas de 50 minutos cada uma. Cada encontro contou com a
orientacdo da atividade proposta pelo professor de forma escrita. Em seguida, os
grupos foram motivados para a realizacdo da investigacdo da tarefa, que visou a
elaboracdo de conjecturas, depois testa-las e valida-las. A discusséo dos resultados

foi desenvolvida por meio dos relatos coletivos dos discentes, onde apresentaram as
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conclusdes encontradas e os procedimentos adotados na resolucédo das atividades
propostas (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2016).

No decorrer do desenvolvimento de cada tarefa, eu como professor e
pesquisador, instiguei os discentes a explorar as tarefas, com o intuito de promover a
construcdo de conjecturas. Estas, foram analisadas a partir de uma reflexdo critica
fomentada durante todo o processo investigativo. Depois do desenvolvimento das
tarefas investigativas, foi aplicado um questionéario (APENDICE C) para coletar as
opiniBes dos alunos referente a utilizacdo da Investigacdo Matemética.

Nos quadros 5, 6, 7, 8 e 9 sdo apresentadas as tarefas investigativas que foram

exploradas no decorrer da pratica pedagogica.

Quadro 5 - Tarefa 1: explorando aluguel de imével

Anténio € um pequeno empresario que trabalha com aluguel de imovel. Atualmente
ele possui 20 casas para alugar, algumas pequenas com o preco do aluguel entre
R$ 200,00 e R$ 500,00 e outras maiores no valor de R$ 1000,00 a R$ 3000,00.
Um médico alugou uma das casas maiores de Antdnio com pagamento mensal de
R$ 3000,00. No contrato de aluguel tem uma clausula que estabelece reajuste anual
de R$ 600,00.

a) Investigue o que acontece com o valor do aluguel apos t anos. Justifique suas
conclusdes.

b) De acordo com suas conclusdes do item a, qual a taxa de variacdo média do
aluguel apos t anos?

c) Qual a taxa de variacao do aluguel apés t ano?

d) Investigue o que acontecera a porcentagem de variacdo apos alguns anos.
Justifique.

e) Descreva as relagdes entre o item “b” e “c” de acordo com suas conclusodes.

Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves (2006).

Quadro 6 - Tarefa 2: cercando um terreno

Uma familia que mora numa comunidade ribeirinha do interior do Amazonas, possui
1500 metros de cerca para cercar uma area retangular que esta a margem do rio
Solimdes. Considere que a margem do rio € reta e ndo sera cercado o lado ao longo

do rio.
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a) Investigue situacdes possiveis da area do terreno, explorando os 1500 metros de

cerca da familia. Justifiqgue suas conclusdes.

b) Verifique se existe um terreno com area maxima e justifigue sua resposta.

Fonte: do autor.

Quadro 7 - Tarefa 3: investigando soma, subtracéo e produto de nimeros

Investigue os valores de nimeros considerando cada item abaixo:

a) Encontre dois numeros cuja a soma seja 25 e verifigue se existe um produto
maximo entre eles. Justifique suas respostas.

b) Encontre dois niumeros cuja a diferenca seja 80 e verifique se existe produto
minimo entre eles. Justifique.

c) Encontre dois nimeros positivos cujo o produto seja 80 e verifique se existe soma
minima entre eles. Justifique.

d) Encontre as dimensdes de um retangulo com area de 100 m2 e verifique se existe

um perimetro minimo. Justifique sua resposta.

Fonte: adaptado de Stewart (2013).

Quadro 8 - Tarefa 4: construindo caixa

Uma pequena caixa sem tampa deve ser construida a partir de um pedago quadrado
de papelédo, com 20 centimetros de largura, cortando fora um quadrado de cada um
dos quatro cantos e dobrando para cima os lados.

a) Explore varias situacdes do enunciado e descreva o que acontece com o volume.

b) Se existe um volume maximo, encontre-o e justifique sua resposta.

Fonte: Adaptado de Stewart (2013).

Quadro 9 - Tarefa 5: minimizando custo

Uma empresa constroi caixa d’agua de alvenaria retangulares com o comprimento
de 4 metros e o volume de 9 metros cubicos.

a) Explore situaces, investigando de acordo com o enunciado as dimensdes que
representam o volume do tanque. Justifique.

b) Investigue as areas das faces do tanque que satisfazem o enunciado e justifique
sua resposta.

c) Se existe dimensfes que minimizam o custo para a fabricacdo dos tanques,

encontre-as e justifique sua resposta.

Fonte: do autor.
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As tarefas investigativas foram desenvolvidas no periodo de 18 de abril a 03 de
maio de 2019, das 20h as 22h 30min na disciplina Célculo I. No decorrer das
atividades, em todo momento instiguei os alunos a elaborarem conjecturas de acordo
com as tarefas propostas. Isto vai ao encontro com o trabalho de Ponte, Brocardo e
Oliveira (2016) que enfatizam que o professor deve interagir o tempo todo com 0s
alunos durante as etapas do processo investigativo. O Quadro 10 destaca,

resumidamente, os encontros realizados e as respectivas tarefas desenvolvidas.

Quadro 10 - Encontros e tarefas desenvolvidas

ENCONTROS TAREFAS DESENVOLVIDAS

Primeiro Reunido com os alunos para apresentacao da proposta

Segundo Tarefa 01 — explorando aluguel de imével

Terceiro Tarefa 02 — cercando um terreno

Quarto Tarefa 03 — investigando soma, subtracdo e produto de
nameros

Quinto Tarefa 04 — construindo uma caixa

Sexto Tarefa 05 — minimizando custo

Sétimo Aplicacdo de um questionario para coletar as concepcdes
dos alunos sobre a utilizagdo da Investigacdo Matematica

Fonte: do autor.

Durante o desenvolvimento das tarefas propostas além de instigar os alunos,
observei a participacao dos discentes, as discussdes e anotei informacgdes relevantes.
Além disso, enfatizei com os alunos a importancia de usar o caderno de anotacdes
para registrar o que aconteceu no decorrer de cada tarefa, como dificuldades de

aprendizagem encontradas, davidas, conjecturas elaboradas, validadas ou refutadas.

Destaco que, para a organizacdo da andlise dos registros de anotacfes das
respostas dos grupos, utilizei uma letra maituscula mais um algarismo indicativo da

tarefa explorada, como por exemplo:

Atividade 1: Grupo Al, Grupo B1, Grupo C1, ....
Atividade 2: Grupo A2, Grupo B2, Grupo C2, ... .
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Para os alunos, nos registros das gravacOes utilizei uma letra mailscula
indicando o grupo e dois algarismos, um representando o componente do grupo e o

outro a tarefa explorada respectivamente, como por exemplo:

Atividade 1: Aluno Al11, Aluno A21, ..., Aluno B11, Aluno B21, ...
Atividade 2: Aluno A12, ..., Aluno A22, ..., Aluno B12, Aluno B22, ...

No proximo capitulo, apresento os dados emergentes e a respectiva analise,
por tarefa realizada. Saliento que a turma foi dividida em grupos de 4 a 6 alunos. Tais
grupos foram constituidos previamente antes do inicio de cada atividade, sendo que
a formacao ficou a critério dos alunos. A maioria dos grupos foi constituida por

componentes diferentes de uma atividade para outra.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo descrevo e analiso os resultados obtidos, isto é, destaco as
estratégias e conjecturas que 0s alunos encontraram para resolver cada uma das
tarefas investigativas propostas. Também sdo descritas as dificuldades e avancos dos
alunos em relacdo aos conteudos explorados, os quais focaram o estudo de

derivadas.
1) Primeiro Encontro

O primeiro encontro foi realizado em 15 de abril de 2019, durante 50min. Neste,
apresentei para os alunos os objetivos da proposta, destacando que as atividades
apresentadas culminavam nas a¢des do cronograma da minha pesquisa de Mestrado
Profissional de Ensino de Ciéncias Exatas da Univates. Além disso, apresentei os
fundamentos da Investigacdo Matematica, objeto de estudo do trabalho de pesquisa
apresentado. Neste momento, também enfatizei a importancia da participacao
voluntaria de todos e entreguei um Termo de Consentimento Livre e Esclarecido
(APENDICE B). Todos demonstraram entusiasmo em participar porque até o
momento ainda ndo tinham ouvido falar sobre Investigacdo Matemética como
metodologia. Destaquei, que poderiam adota-la em oportunidades futuras em projetos

de extenséo, estagios e como professores de Matematica.

A motivacdo dos alunos no decorrer da apresentacdo da proposta de
exploragdo de tarefas investigativas foi fundamental para o desenvolvimento das

tarefas apresentadas. Isso corrobora com as ideias de Bianchi (2008, p. 21) ao afirmar



64

que, “[...] a motivacdo na aprendizagem € extremamente necessaria e deve ser

trabalhada no contexto em que os alunos estao”.

Durante a conversa que tive com os alunos, destaquei que todas as tarefas
seriam realizadas em grupos e observei que todos gostaram da ideia. Alguns
enfatizaram que este tipo de trabalho € positivo para a constru¢do de conhecimentos,
visto que, os pontos de vista de cada um sdo compartilhados e discutidos. De acordo
com Brasil (1998), o trabalho em grupo é fundamental para a construcao de
conhecimentos sélidos essenciais ao desenvolvimento de habilidades cognitivas, isto
€, implantar na sala de aula o trabalho em grupo como uma ferramenta pedagdgica

pode auxiliar no processo de ensino, possibilitando a aprendizagem dos alunos.

Neste encontro também enfatizei para a turma que o tema que seria explorado
mediante as tarefas investigativas era o estudo de derivadas no contexto de algumas

aplicac6es como taxa de variagdo, maximo e minimo de funcdes.
2) Segundo Encontro

No dia 18 de abril de 2019, iniciei o segundo encontro dividindo a turma em 6
grupos de 4 componentes cada um. Apresentei 0 objetivo da primeira tarefa
investigativa que foi explorar a taxa de variagdo. Em seguida distribui aos grupos a

tarefa descrita no quadro 5, apresentada no capitulo anterior.

No inicio, a maioria dos grupos estava com dificuldades para explorar os itens

da tarefa apresentada. Alguns alunos comecaram a fazer perguntas:

Aluno B41: Professor, ndo estou entendendo nada. Como vamos descobrir o
gue acontece com o valor do aluguel depois de um tempo?

Professor: Ninguém do grupo entendeu nada?

Aluno B11: Professor, eu acho que da para simular algumas situacdes
atribuindo valores para t indicando os anos.

Aluno B41: H4, é verdade! Se pegarmos o valor que deve ser pago mais o
reajuste anual, e verificarmos em um ano, dois anos, trés anos, e assim por
diante, da pra descobrir 0 que acontece depois de um determinado tempo.
Professor: Entéo verifiquem para ver o que acontece.

Aluno B21: Colegas, lembram da disciplina de Matematica Elementar que
tivemos no semestre passado?

Aluno B31: Sim, e dai?

Aluno B21: O valor do aluguel vai aumentado de acordo com a passar do
tempo, de ano em ano.

Aluno B31: Hum, entdo de ano em ano vai aumentar R$ 600,00. Mas o que
isso tem haver com a disciplina Matematica Elementar?

Aluno B21: Nos estudamos funcéo.
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Aluno B31: Certo! Entdo podemos simular situacfes e escrever uma funcdo
para representar esta situagéo.

Aluno B21: Isso mesmo!

Aluno B31: Beleza! Entdo vamos la.

Como destaca o didlogo anterior, os alunos estavam com dificuldades de
formular conjecturas porque néo tinham entendido como proceder para formular
conjecturas. Entdo, o professor procurou instiga-los a pensar em possibilidades a
partir de perguntas que os estimulassem a buscar relacées mateméaticas no ambito da
tarefa proposta. Magalhdes e Varizo (2016) enfatizam que o inicio de trabalhos
envolvendo tarefas investigativas € um desafio tanto para os alunos quanto aos
professores, visto que, geralmente os alunos demonstram dificuldades de iniciar a
busca de estratégias para formular conjecturas. Neste sentido, neste momento a
intervencdo do professor por meio de perguntas € fundamental para instigar o
direcionamento da reflexdo dos educandos a partir dos conhecimentos prévios

existentes.

Depois das discussoes, este grupo concluiu que a taxa de variagdo de um ano
para o outro € sempre constante, e a partir da modelacdo de uma funcéo
representativa, a situacao explorada pode ser representada pela derivada da funcgéo.
Para Goncalves (2012) a definicdo de uma expressdo matematica para representar
um determinado contexto ajuda no estabelecimento de uma estratégia para a

resolucéo do problema. A figura 9 destaca o procedimento que o grupo B1 adotou.

Figura 9 — Resposta do grupo B1 da tarefa 1 do item a
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Fonte: Grupo B1.



66

Mediante a discussédo em relacéo ao item a da primeira tarefa, eles concluirem

que:

Figura 10 — Concluséo do grupo B1 do item a da primeira tarefa
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Fonte: Grupo B1.

No inicio da atividade fiquei preocupado com o tempo gasto pelos alunos para
iniciarem a busca por estratégias de respostas, mas quando isso acontece, Ponte,
Brocardo e Oliveira (2019, p. 30) esclarecem que:

A exposicéo inicial da situacdo é uma etapa na qual os alunos, muitas vezes,
precisam de gastar algum tempo. Aos olhos do professor, porém, pode
parecer que nada esta acontecendo e que os alunos estdo com dificuldades
quanto a essa atividade. No entanto, essa etapa € decisiva para que depois
os alunos comecem a formular questdes e conjecturas. E nessa fase que vao

se embrenhando na situacéo, familiarizando-se com os dados e apropriando-
se mais plenamente do sentido da tarefa.

E realmente foi isso que aconteceu, com o passar do tempo, as discussdes
produzidas pelo grupo, proporcionou a formulagdo de estratégias. Para Schmitt
(2015), trabalhar em grupo proporciona a produ¢do de conhecimentos porque é uma
oportunidade para os alunos se ajudarem, isto €, trocarem ideias, aprender um com o
outro. E, conforme o tempo vai passando e a discussédo fluindo, a confianga vai

aumentando entre os pares.

O grupo B1, apés destacar as conclusfes do item a percebeu que os itens b e
C representavam a mesma resposta, isto €, a taxa de variacdo média apos t anos é a
mesma que a taxa de variagdo em relacdo ao mesmo tempo. Esta concluséo foi
facilitada pelo fato de dois alunos do grupo ja terem cursado a disciplina de Calculo |

anteriormente. A figura 11 mostra o procedimento adotado pelo grupo.
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Figura 11 — Resposta do item b da tarefa 1 do grupo B1
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Fonte: Grupo B1.

Mediante esta verificacdo o grupo concluiu que a taxa de variacdo média era
sempre constante, independentemente do intervalo de tempo analisado. Em relagéao
ao item c, o grupo B percebeu analisando o item b, que poderia ser resolvido por meio
de derivadas. Ferreira (2017) salienta que a exploracdo de derivadas auxilia na
solucdo de problemas relacionados com taxa de variacdo. Desta forma, a figura 12

mostra como encontraram a taxa de variagao.

Figura 12 — Resposta do grupo B1 do item c da tarefa
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Desta forma, o grupo utilizando a ideia de limite, apresentou sua concluséao,

conforme visualiza-se na Figura 13.

Figura 13 — Conclusédo do grupo B1 em relagédo ao item c da tarefa 1
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Fonte: Grupo B1.

Em relacdo ao item d o grupo B1 utilizou uma estratégia valida, mas na

resolucdo cometeram alguns erros, que nao prejudicou a conclusado esperada. Na

figura 14 as respostas deste grupo.

Figura 14 — Respostas do grupo B1 em relagéo ao item d da tarefa 1
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Fonte: Grupo B1.

Analisando as respostas dos alunos percebe-se que a estratégia para verificar

0 que acontece com a porcentagem de variacdo apés t anos, é valida. Mas o grupo

errou a resolucéo da primeira e terceira simulacdo da figura 14. Apesar do erro, a

figura 15 demonstra que o Grupo Bl chegou na resposta esperada. Diante desta

situacdo, instiguei o grupo a verificar os resultados das multiplicacdes e divisbes

apresentadas nesta figura. No momento da apresentacéo final, o grupo apresentou

suas conclusbes e destacou os erros de célculo e enfatizaram que foi falta de atencao,

mas corrigiram. Desta forma, é preciso sempre esta atendo e

analisar o tempo todo o

gue esta sendo produzido para a identificacdo de possiveis erros, e corrigi-los. Para

isto, a interacdo constante do professor é indispensavel para garantir a participacao
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ativa dos alunos na busca de formulacéo, teste e validacdo de conjecturas (PONTE;
BROCARDO; OLIVEIRA, 2016).

Figura 15 — Concluséo do grupo B1 em relagéo ao item d da tarefa 1
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Fonte: Grupo B1.

Os erros destacados, provavelmente estao relacionados com as dificuldades
dos alunos nos conceitos basicos de matematica. Fonseca (2016, p. 23) confirma este

contexto relatando que:

Uma das dificuldades classicas dos alunos ingressantes a universidade &
trazerem ainda uma bagagem pobre dos conceitos basicos da matematica e
como podem utiliza-la tanto na vida pratica como académica, principalmente
guanto a integracdo dos principios mateméticos em outras disciplinas.

Analisando a conclusdo dos alunos do Grupo Bl sobre o item d, eles
cometeram erros de calculo que foram discutidos em grupo mediante a intervencao

do professor, e detectaram, corrigiram e destacaram que 0 erro ocorreu por falta de

7

atencdo, mas a valorizacdo da estratégia adotada € importante para estimular a

confianca do grupo. Esta atitude vai ao encontro com o que Fonseca (2016, p. 22)

pensa, ao concluir que:

Logo, o professor deveria estimular ndo de imediato uma possivel “resposta
correta”, mas sim descobrir o que os alunos pensam a respeito e estimular
“possiveis respostas” para aquele problema, mesmo, a principio erradas. A
partir do retorno das respostas dos alunos, fica mais facil entender como o
aluno esta pensando com respeito aquela tematica. O professor pode
conseguir dessa forma eliminar alguns bloqueios epistemolégicos e descobrir
mais adequadamente a fonte deles.
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A Figura 16 demonstra a conclusdo do Grupo B1 em relacdo ao item e,

destacando a relacdo do item b com o item c.

Figura 16 — Resposta do grupo B1 em relacdo ao item a da tarefa 1

RY Gun Sorprie u.ﬂ/m,de@ L, A O
dang. e vmﬁt@n e gl mad Amunand

> MS 60, (0 .

Fonte: Grupo B1.

Na figura 16 observa-se pela resposta que o grupo B1 enfatiza que tanto a taxa
de variacdo média como a taxa de variacdo instantanea tendem para o mesmo valor
gue é R$ 600,00. Para este grupo chegar as conclusdes apresentadas, néo foi de
imediato, os alunos demoraram para expressar ideias de como resolver a tarefa
proposta. Mediante o dialogo que tiveram entre o professor, ja destacado

anteriormente, comecaram a formular conjecturas e discuti-las.

No inicio todos os alunos pareciam sem direcéo diante do desafio apresentado,
falando sobre investigue, encontre, justifique. Mas, a partir das interacdoes e
participagdo do professor, as respostas fluiram, e os alunos comecaram a
compreender que “a realizagdo de investigagdes matematicas, pelo aluno, pode
contribuir de modo significativo para a aprendizagem da matematica e para
desenvolver o gosto por essa disciplina” (PONTE; BRACARDO; OLIVEIRA, 2019, P.
138).

O grupo Al, em relagdo ao item a da atividade 1, ndo destacou suas respostas
por meio de uma tabela/quadro. Descreveram, em forma de texto, 0 comportamento

do aluguel apés t anos como mostra a figura 17.
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Figura 17 — Resposta do item a da tarefa 1 do grupo Al
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Fonte: Grupo Al.

Em relacdo ao item b, este grupo, também chegou a mesma concluséo do

grupo B1, que a taxa de variagdo média é sempre constante e igual a R$ 600,00 como

pode-se visualizar na figura 18.

Figura 18 — Resposta do grupo Al do item b da tarefa 1
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Fonte: Grupo Al.

Analisando o item c¢ da tarefa 1, o grupo Al observou que o resultado é o

mesmo do item anterior, e com isso também responderam o item e afirmando que a
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relacdo entre os itens b e ¢ se refere a taxa de variacdo que € a mesma constante,
R$ 600,00.

Na figura 19 apresenta-se a estratégia que o grupo Al utilizou para formular a
conjectura do item d, sobre 0 que acontece com a porcentagem de variagdo apos t

anos.

Figura 19 — Resposta do grupo Al do item d da tarefa 1
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Fonte: Grupo Al.

A partir das conclusdes do grupo Al em relagédo a primeira tarefa, percebe-se
gue eles procuraram alternativas, e o didlogo entre os alunos, registrados pelas
gravacgoes, foi fundamental para a tomada de decisdes de escolha de estratégias
como as simulagdes que geraram conjecturas, e posteriormente foram validadas
mediante testes discutidos pelo grupo. Este tipo de tarefa (investigativa) é importante
de ser adotada em sala de aula porque € apropriada para os alunos que sao instigados
a construir conhecimentos pelo professor e pelos colegas. Segundo Diogo (2015), é
uma oportunidade de fugir do formalismo dos livros de Célculo que passa a impressao
gue sédo produzidos ndo para agueles que decidem se dedicar ao estudo da disciplina,
mas para aqueles que ja tém dominio da teoria formal dos limites, derivadas e
integrais. Desta forma, de acordo com o referido autor, é fundamental que o professor

de Calculo I, procure alternativas de ensino para proporcionar oportunidade aos
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alunos entenderem a linguagem das demonstracdes dos teoremas e definicbes

mediante o despertar do instinto investigador.

O que os outros grupos produziram € semelhante aos resultados aqui
apresentados pelos grupos Al e B1 em relagcéo a primeira tarefa explorada. Nesta
tarefa, ndo houve surpresas, visto que, os alunos a partir da exploracdo em grupo,
encontraram as respostas esperadas. As estratégias utilizadas foram baseadas em
simulagdes utilizando quadros, textos descritivos e exploracao da lei de formacao de
fungcbes. Mas, em varios momentos foi preciso a intervencao do professor a partir de
indagacdes com o objetivo de orientar os alunos no caminho da investigacao, ja que
0s mesmos tinham desenvolvido pouco trabalho com atividades desse tipo. A
intervencao adotada pelo professor € uma postura destacada por Magalhaes e Varizo
(2016) ao destacarem que em tarefas investigativas o0 professor interage
constantemente com os alunos para instigar a produc&o de conhecimento dos alunos
em relacdo ao tema explorado. A seguir um dialogo do professor com os alunos do

grupo C1.

Aluno C21: Professor, ndo estamos entendendo o que fazer?

Professor: Como assim?

Aluno C21: Veja s6! A questao fala de aluguel de 200,00 e 500,00 reais e
também de 1000,00 e 3000,00 reais. Vamos ter que verificar em todos?
Aluno C41: Nao, s0 precisa verificar nos alugueis que custa 3000,00 reais.
Aluno C21: Ah, é verdade.

Professor: Como vocés pretendem fazer isso?

Aluno C31: Sera que da pra fazer pegando o valor do aluguel e somando com
0 aumento de acordo com cada ano?

Professor: Como assim? Vocé pode me explicar?

Aluno C31: Com um ano o valor vai ser 3000,00 + 600,00; com dois anos vai
ser 3000,00 + 600,00 + 600,00.

Aluno C11: Ah, entendi. Entdo a cada ano vai aumentar 600,00 reais.

A partir dessa discusséao, o grupo C1 continuou a investigacéo e encontrou as
respostas para os itens da tarefa 1. A seguir alguns comentéarios do grupo sobre as

respostas encontradas.

Professor: E ai? Encontraram as respostas?

Aluno C11: Sim professor.

Aluno C41: Para o item a, encontramos que a cada ano que passa o valor do
aluguel vai aumentando.

Aluno C31: Professor, naletra b e c, a resposta é a mesma.

Professor: Como assim? E por que isso acontece?

Aluno C21: Isso acontece professor, porque tanto a taxa de variagdo média
como a taxa de variagdo € o mesmo valor.

Aluno C11: Isso mesmo professor. E esse valor é exatamente o que aumenta
a cada ano. Entéo isso corresponde a resposta da letra d
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Professor: E o item d?

Aluno C41: A porcentagem da variagdo vai diminuindo conforme os anos vao
passando.

Professor: Vocés podem me explicar como isso acontece?

Aluno C41: Sim professor. Como o valor que aumenta é constante, e é
somado com o valor anterior, significa que esse valor fica em porcentagem
cada vez menor em relacé@o ao valor total depois de cada reajuste.
Professor: Alguém pode exemplificar isso?

Aluno C21: Professor vou |lhe mostrar dois exemplos: um com o primeiro
reajuste de um ano, e outro utilizando cem anos. Veja:

__500 | 100%-16,67% e 0 100% =0,95%
3000 + 600 3000 + 600100

Aluno C31: Professor, isso significa que quanto mais os anos passam, a
porcentagem do reajuste vai ficando menor se aproximando de zero.

Aluno C11: Ah professor, isso acontece porque 0 numerador sempre sera o
mesmo, ao contrario do denominador que vai aumentando conforme o tempo
passa.

A discussdo apresentada confirma que os alunos foram instigados pelo

professor, pois de acordo com as orientacdes de Ponte, Brocardo e Oliveira (2016) ao

abordar uma tarefa investigativa € importante orientar os alunos para a busca da

construcdo do conhecimento. E, foi isso que tentei fazer no decorrer de todas as

tarefas, ou seja, instigar os alunos para que eles encontrassem as resolucoes.

Depois do didlogo com o grupo C1, observei as expressdes dos outros grupos.

Neste contexto, um dos alunos do grupo F1 me chamou para verificar as respostas

gue eles encontraram. Desta forma, o0 grupo apresentou conceito de derivadas/limites.

Apesar

Aluno F31: Professor, como a taxa de variacéo vai ser sempre a mesma e o
valor do aluguel vai aumentado conforme os anos vao passando, nés
percebemos que da para escrever uma fungdo e através da derivada fica
mais facil perceber que a taxa de variacédo € 600.

Professor: Como assim? Vocé pode explicar isso?

Aluno F31: Professor, depois de testarmos utilizando véarios anos,
percebemos que o valor do aluguel serd trés mil mais seiscentos, o dobro de
seiscentos, o triplo, 0 quadruplo e assim por diante.

Professor: Mas, qual a relagéo disso com derivada?

Aluno F21: E porque derivada € uma taxa de variagéo, e como o trés mil é
constante e todo ano aumenta seiscentos, isso significa que podemos utilizar
uma fungéo.

Professor: Como ficaria essa fun¢éo?

Aluna F41: Professor, nés fizemos assim. Utilizamos uma funcéo do tipo

f(x)=ax+b,com a=600, b=3000 e o X chamamos de tempo. Com
isso formamos f (x) = 600x + 3000, e a derivada € 600 que é exatamente
a taxa de variacao.

das dificuldades apresentadas pelos alunos; como encontrar

estratégias para formular conjecturas, definir relacdes e padrbes mateméticos diante

da tarefa explorada; conseguiram com o auxilio do professor explorar conceitos
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relacionados com o tema trabalhado. Fonseca et al (2016, p. 209) consideram que
dificuldades apresentadas pelos alunos na disciplina de Calculo € uma realidade
presente nos cursos superiores ao afirmarem que:
Dificuldades no aprendizado do Calculo Diferencial e Integral € um fato ja
identificado em diversos cursos superiores. Em varias leituras preliminares,
analisando artigos, dissertacfes e teses, com foco em questdes relativas ao
bindmio ensino-aprendizagem de Calculo, constatamos que boa parte analisa
erros e dificuldades de aprendizagem em suas pesquisas e até propdem

alternativas metodolégicas em concordancia com a fundamentacao tedrica
adotada no embasamento da pesquisa.

A luz deste contexto, os resultados apresentados pelos alunos confirmam a
necessidade de os professores utilizarem alternativas metodoldgicas em sala de aula
gue proporcionem oportunidades aos alunos construirem conhecimentos com
autonomia. Desta forma, “aprender Matematica sem forte intervencédo da sua faceta
investigativa é como tentar aprender a andar de bicicleta vendo os outros andar

recebendo informacgao sobre como o conseguem” (BRAUMANN, 2002, p. 5).

O que chamou atencao, nesta atividade, foi o comprometimento dos alunos no
processo de investigacao, eles demonstraram interesse na resolugcédo da mesma. Isto
vai ao encontro com as afirmacbes de Ponte, Brocardo e Oliveira (2016) ao
destacarem que no processo de constru¢cdo de conhecimento € imprescindivel o
envolvimento dos alunos para a eficacia da aprendizagem, visto que eles sao
convidados a agirem como matematicos por meio da exploracdo de recursos

cognitivos que potencialize o ato de investigar.
3) Terceiro encontro

O terceiro encontro foi realizado no dia 22 de abril de 2019 com duragéo de
duas horas e trinta minutos. Nesta aula, faltaram 4 alunos (por motivos particulares)
em relacdo aos que participaram da tarefa anterior. Desta forma, participaram 20
alunos que foram divididos em cinco grupos de 4 alunos. Apds a organizacao das
equipes, apresentei a segunda tarefa investigativa destacada no quadro 6.

Diante da segunda tarefa investigativa, os alunos apresentaram mais
autonomia e comecaram a buscar situacbes, como enfatiza o dialogo dos
componentes do grupo A2.

Aluno A32: Eu acho que a gente pode desenhar reténgulos e atribuir valores
para os quatros lados e calcular a &rea pra ver o que acontece.
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Aluno A12: Para os quatros lados? Acha que ndo, a questdo diz que o lado
ao longo do rio ndo vai ser cercada.

Aluno A32: Ah, é verdade. Entdo vamos fazer desenhos e atribuir valores aos
trés lados do terreno que néo é o lado da margem do rio.

Aluno A42: Beleza! Vamos 4.

Partindo deste dialogo, o grupo A2 realizou algumas simulagdes explorando os
1500 metros através de desenhos retangulares como destaca a figura 20. Ponte,
Brocardo e Oliveira (2016) enfatizam que esta estratégia de fazer desenhos
apresentada pelo Grupo A2 enfatiza que durante o processo investigativo, na busca
por formulagbes de conjecturas, os alunos sdo protagonistas e tem liberdade para
utilizar representacdes explorando desenhos, quadros, tabelas e simulacdes
numéricas. Com isto, percebe-se que a estratégia utilizada pelos alunos do Grupo A2

esta relacionada com os fundamentos citados pelos autores.

Figura 20 — Primeira simulagéo do grupo A2

7 =
f + )z lSe0
/ o h |‘7 Cwos heagia 1 b len, e letinsito: 27 )2 I5e0,
b ) e
(on BAsc Vesshc LgFephucis, 095€LVints o5 T6STes A S6GHK SOBME AS
VRS STuags fossivkis D4 Auq po TERMue.
50 3
£ 09 ISO 9
00
|
| % ‘ ' | |
| | '
| ( " " { 1/¢ [ ¢ ﬁ"-' / ‘ '/
196 :/, '/i'\" t(o é]; \("‘J L’,_,/J ‘\z /C bl ,| ’a", ‘;‘...M} 600
; ] | i |
| | | .
\ ' i ‘ | |
i | | | |
' ‘ s
- ; T
F X0 He KV J ;)xlz A "}XJ) AR Y ﬂ“—"l,’a(’/
195K Az Joox! [5x4 4z bsoxdoo  Qe6lsK5e Az f00K300
| / - 70000 /( 2. 290 A 13000 fr Do -”' A* J‘:/ o0
Qs 56. 150 Az 1%0° L :

Fonte: Grupo A2.

Este grupo simulou situacdes em varios retangulos, considerando apenas trés

lados conforme o enunciado da atividade proposta e definiram como altura h a medida
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para os lados paralelos do retangulo e chamaram de largura b. A partir disso definiram
gue 2h + b =1500. A figura 20 mostra que estes alunos testaram diversos retangulos,
0s quais tinham diferenca na medida da largura de 50 metros um do outro. Assim,

conforme a largura ia aumentando a altura diminuia. A Figura 21 destaca a

continuacao dos testes do grupo.

Figura 21 — Continuacao da simulacdo do grupo A2 em relacéo a tarefa 2
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Fonte: Grupo A2.

Diante desses resultados, o grupo A2 enfatizou que é possivel tracar um

terreno retangular a partir dos 1500 m de cerca de modo que a familia aproveite uma

area maxima. A seguir, um diadlogo do grupo.
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Aluno A22: Olha, se a largura é maior do que 750 m a &rea do terreno comeca
a diminuir. Ent&o se o terreno tiver as medidas 375 m de altura e 750 m de
largura vai ter uma area maxima.

Aluno A42: Sera? SO que nés temos que ver também o intervalo de 750 a
800.

Aluno A22: Como assim?

Aluno A42: Temos que testar as larguras de 751, 752 e assim por diante.
Aluno A32: Eu acho que devemos comecar tentando 749,5 e depois 751.
Aluno A22: Certo.

Aluno A12: Vamos la entéo.

Mediante esta reflexdo, o grupo A2 decidiu testar as medidas da largura das
regides retangulares maior que 750m e menor que 850m. A figura 22 ilustra a

estratégia utilizada pelos alunos.

Figura 22 — Investigando valores préximos de 750 metros

143 , 750 161
' Y
1399 WS s 3 45 319,5
|
. l L
. hxh 42 bxb L
e £, ¢ Az 315xP30 Az 384 570!
2: 305, 9x 118 : iy
“A, | 250 Az j).’w /9
( 9 7 X O«
Q \.}vl-x /5)7 LL
1{0 |
1448 Iso__ 120,
| 95 45| 314 95
17505| 315,09 175 175 61/ ;7| ) 3
| |
| , Lilimh
A",H‘b A )M‘ /J:}Mb
- Al M - / ;7?6? |
4- 29505% 775, 4: R0 42 39,95 % 720,
‘(j /,Q L\F&
p- 281.244,9 e 98250 AR
- /_J‘_..\ g/ &

Fonte: Grupo A2.

A Figura 23 ilustra a conclusédo do grupo A2 depois das discussfes e testes

realizados.
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Figura 23 — Conclusédo do grupo A2
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Fonte: Grupo A2.

Refletindo sobre os resultados encontrados pelo grupo A2 em relacdo a
segunda tarefa, percebe-se que a partir da intervencdo do professor o grupo foi
ganhando confiancga e foram utilizando alguns processos que envolvem uma tarefa de
investigacdo matematica, tais como “[...] a exploracdo e formulacdo de questdes, a
formulacdo de conjecturas, o teste e a reformulacdo de conjecturas e, ainda, a
justificagdo de conjecturas e avaliagdo do trabalho” (PONTE; BROCARDO;
OLIVEIERA, 2016, p. 29).

Seguindo a orientacdo dos autores citados, durante a realizacdo da tarefa,
passei pelos grupos estimulando os alunos a investigarem situagdes correspondentes
a tarefa solicitada. Tal atitude contribuiu significativamente para instigar os alunos a
procurar conjecturas, as quais foram testadas, discutidas e validadas. Esta postura
adotada pelo professor, vai ao encontro da abordagem destacada por Gongalves
(2012, p. 39) ao afirmar que “para isso, € necessario que o professor adote uma
postura diferenciada em suas aulas, propondo atividades que sejam capazes de
desenvolver nos alunos, habilidades diversas de modo que ocorra uma
aprendizagem efetiva”. Mediante este contexto, o aluno A12 apresentou a conclusao
do grupo em relacao a tarefa investigada.

Aluno Al12: Para a familia aproveitar o maximo da area do terreno, ela precisa
cercar uma regido na forma de um retangulo com 750 metros de largura e

375 metros de comprimento que multiplicado da uma area de 281.250 metros
quadrados. Entdo valores diferentes, sempre vai d4 uma area menor.
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O grupo B2, utilizou estratégias parecidas com as do grupo A2. Mas os calculos
explorados a partir das medidas dos lados atribuidos mediante o perimetro de 1500

metros apresentam alguns erros como pode ser observado na figura 24.

Figura 24 — Resposta do grupo B2 da segunda tarefa
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Fonte: Grupo B2.

O grupo B2 comecou explorando a medida da cerca disponivel para verificar o
comportamento da area a partir da atribuicdo de valores para os trés lados do terreno
gue deveriam ser cercados. Diferente do grupo anterior, os alunos deste grupo
comecaram com quadrado com 500 metros de lados (sem considerar a medida do
lado correspondente a margem do rio) e foram diminuindo a largura e distribuindo o
restante para os dois lados do comprimento do terreno retangular. Chegaram em uma
area maxima de 281.250 metros quadrados com as medidas de 700 metros de largura
e 375 metros de comprimento, que nao traduz o produto desses valores, visto que, o
resultado desta multiplicag&o 700 por 375 equivale a 262.500 metros quadrados. Este
erro deve ter ocorrido por falta de atencao, ja que na resposta do item b desta tarefa,

a resolucao esta correta, como ilustra a figura 25.

Diante deste contexto, Ponte, Brocardo e Oliveira (2019) e Magalhdes e Varizo

(2016) contribuem ao enfatizarem o quanto € fundamental o professor supervisionar
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todo trabalho com bastante atencéo, instigando o tempo todo os alunos a analisarem
suas respostas em grupo, discutindo sobre a validacdo de cada uma delas, visto que,
esta atitude contribuira para a construcdo de conhecimentos e perceber eventuais

erros.

Figura 25 — Conclusao do item b do grupo B2
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Fonte: Grupo B2.

Diante do ato de investigacédo, vale destacar que a constru¢cédo do conhecimento
€ continua e inacabada, para tal, D’Ambrdsio (2012, p. 16) afirma que “o processo,
extremamente dinamico e jamais finalizado, esta obviamente sujeito a condicbes
muito especificas de estimulos e de subordinagcdo ao contexto natural, cultural e
social”. Isto significa, que o processo de aquisicdo de conhecimento depende das
interacdes conduzidas em todos 0s momentos como 0 registro das conversas em

destaque:

Professor: Mediante a reflexdo de vocés a partir das conclusdes que
encontraram, 0 que este contexto pode ser relacionado com o estudo de
Célculo?

Aluno B32: Professor, estdvamos discutindo, conversamos sobre a utilizagéo
de relagBes matematicas para definir o perimetro e a area do terreno. Entéo,
percebemos que a area maxima pode ser encontrada utilizando a derivada
da funcdo formada pela relacdo do perimetro com a area do terreno.
Professor: Como assim, vocés podem exemplificar esta ideia?

Aluno B12: Sim professor. Nos definimos que o perimetro é o dobro do
comprimento que é a altura, mais a largura que é a base, ou seja, 2h + b =
1500. E a area é base multiplicada pela altura (b x h).

Professor: T4, mas onde esté a derivada?

Aluno B12: Pegamos b = 1500 — 2h e substituimos em f(h) = 1500h — 2h2. A
derivada desta fungéo é f'(h) = 1500 — 4h. Igualando a zero encontramos a
altura de 375 metros e a partir dela encontramos a base de 750 metros.
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Aluno B22: Olha sé, isto mostra que a utilizacdo de derivada ajuda bastante
para encontrar valores que tendem para um ndmero maximo.

Aluno B42: E verdade! Também ajuda a encontrar as medidas das dimensées
do terreno a partir do perimetro que deve ser explorado e assim encontrar a
area maxima.

A possibilidade de verificar diversas situacées em tarefas investigativas, de
acordo com Ponte, Brocardo e Oliveira (2016) s € possivel porque o professor entra
em cena como provocador da pesquisa, visto que deve instigar os alunos a buscarem
conjecturas. Além disso, conhecimentos prévios sobre relagbes matematicas basicas
é fundamental para o desenvolvimento do trabalho, tais como o comportamento de
funcdes, que € um pré-requisito para o estudo da disciplina de Céalculo. Esta
provocacdo desafia os alunos a se lancarem no campo investigativo e procurar
relacbes matematicas que deverdo ser discutidas com o propdésito de validacéo,
quando verdadeira, ou refutadas, quando falsas.

Os outros grupos (C2, D2 e E2) apresentaram a mesma estratégia para verificar
0 comportamento da area do terreno a partir da exploracdo do perimetro citado no
enunciado da segunda tarefa. Desta forma, ndo sé&o apresentados os resultados
desses grupos, visto que se tornaria repetitivo, jA que eles também utilizarem
desenhos de pequenos retangulos e atribuiram valores aos lados de acordo com a

perimetro disponivel.

Portanto, durante o desenvolvimento desta tarefa investigativa, vale destacar o
entusiasmo dos alunos no momento da investigagao. Os grupos discutindo, buscando
alternativas para encontrar relagces matematicas de acordo com a tarefa proposta,
formulando conjecturas e debatendo o significado das mesmas, traduz que trabalhar
com tarefas investigativas pode contribuir com o desenvolvimento da aprendizagem

matematica de forma dinamica e eficaz.
4) Quarto encontro

O guarto encontro foi realizado no dia 29 de abril de 2019 com duracéo de duas
horas e trinta minutos. Desta aula, participaram 21 alunos que foram divididos em
guatro grupos com 4 alunos em cada e um grupo com 5 alunos. A partir da
organizagdo das equipes, apresentei a terceira tarefa investigativa destacada no
Quadro 7.



83

A figura 26 ilustra um dos modos utilizados pelos alunos do grupo B3 para
formalizar conclusdes em relacéo ao item a da tarefa 3.

Figura 26 — Respostas do grupo B3 em relagéao ao item a
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Fonte: Grupo B3.

De acordo com a simulacéo produzida pelo grupo B3 correspondente ao item

a datarefa 3, percebe-se que a conclusédo do grupo, conforme os valores dos nimeros

gue correspondem a soma de 25 se aproximam, esses fatores tendem a um produto

maximo. Desta forma, a figura 27 destaca a conclusdo dos alunos desta equipe.

Figura 27 — Conclusao do grupo B3 do item a
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Fonte: Grupo B3.

A gravacéao das conversas do grupo B3 em relacéo ao item a da terceira tarefa

investigativa pontua o que os alunos debateram para chegarem a conclusao
destacada na figura 27.

Aluno B23: Alguém entendeu o enunciado da letra a dessa terceira questdo?

Aluno B13: Entendi que é pra verificar o que acontece com o produto de dois
ndmeros que somados da 25.

Aluno B33: Como assim?
Aluno B13: Por exemplo, 10 +15 =25 e 10 x 15 = 150.
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Aluno B33: Ah sim! Entendi.

Aluno B43: Entao vamos fazer varias simulagdes pra ver o que acontece.
Aluno B23: E tem um nmero maximo para as multiplicagdes. Vamos chamar
o professor. Professor por favor?

Professor: Pois ndo, o que descobriram?

Aluno B23: Achamos um ndmero maximo.

Professor: Como chegaram nessa conclusao?

Aluno B43: Fizemos algumas multiplicacdes com fatores que somadas déo
25 e percebemos que conforme esses fatores se aproximam o valor do
produto vai aumentando e esse produto € maximo quando eles sdo iguais, ou
seja, 12,5.

Aluno B13: Além disso professor, nés comprovamos esse resultado utilizando
a derivada através da modelagem da relacdo da funcdo da soma com a
funcéo do produto.

Professor: Como?

Aluno B13: Utilizamos a multiplicagao da letra x pela letra y pra representar o
produto e a soma dessas letras igual a 25 e escrevemos uma funcdo
relacionando a soma e produto e ficamos com uma fungéo com apenas uma
variavel, entdo derivamos e comprovamos o valor de 12,5.

O dialogo apresentado € um indicativo de que “a estratégia de investigagcao na
sala de aula envolve um processo de observacdo, exploracdo e argumentacao
justificada de uma situacdo matematica, que sdo caracteristicas do pensamento
indutivo e analdgico” (MAGALHAES; VARIZO, 2016, p. 25). Desta forma, a discusséo
em busca de formulagcdo de conjectura é fundamental para a construgdo de
conhecimentos matematicos. Além disso, os alunos perceberam a ideia de maximo

de uma fungéo estar relacionada com a derivada igual a zero.

Analisando as respostas dos outros grupos em relagéo ao item a da tarefa 3,
0s grupos nao apresentaram dificuldades para chegarem a conclusdo que existem um
produto maximo, e todos utilizaram a estratégias de simular varios produtos a partir
da variacdo de dois nimeros cuja a soma seja sempre igual a 25. Desta forma, néo
h& necessidade de expressa-las, visto que sdo analogas em relacéo a ja apresentada
na figura 27. Mas vale destacar que, apenas o grupo B3 modelou as fun¢des e derivou
a funcéo formada pela relacdo das funcdes da soma e do produto para confirmar o
produto maximo que encontraram conforme as figuras 26 e 27. E tal achado foi

socializado na apresentacao final dos resultados desta tarefa por todos os grupos.

Partindo do pressuposto que os alunos desenvolveram vérias simulacdes para
formular conjecturas, entende-se gque este processo € fundamental para a garantia da
credibilidade, estimulacdo de argumentos com significados e provados com

formalidade para a conquista da validade matematica (PONTE, 2007).
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Em relacdo ao item b da terceira tarefa, nenhum grupo conseguiu desenvolver
uma resposta aproximada da esperada. Todos os grupos fizeram simulacbes
mediante subtracées de dois nimeros igual a 80 e depois encontraram o0s produtos
desses numeros, mas apenas 0 grupo B3 conseguiu explorar a ideia de derivadas
para analisar o comportamento dos produtos dos fatores relacionados com a
subtracédo de acordo com o enunciado da questédo. Por exemplo, a figura 28 destaca

0 que o grupo D3 construiu.

Figura 28 — Construcéo do grupo D3 em relac&o ao item b da terceira tarefa
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Fonte: Grupo D3.

Mediante as simulacdes destacadas por esse grupo na figura 28, percebe-se
gue chegaram a conclusdo que o produto minimo existe e tende a zero. Um dos
motivos para tal conclusao foi que este grupo considerou apenas valores positivos, e
partir disso a interpretacdo dos alunos ficou limitada e entdo o resultado nao foi o
esperado. Este fato condiz com a abordagem de Ponte, Brocardo e Oliveira (2019)
sobre o desenvolvimento do trabalho ao relatarem que a compreensao dos alunos

devem ser asseguras e o professor tem o papel fundamenta de buscar compreender
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como esta sendo desenvolvido o trabalho pelos alunos para a partir da necessidade
apresentada, auxiliar no que for necessario. Os grupos B3, C3 e E3 também chegaram
a mesma conclusdo do grupo D3. Para os alunos da equipe A3, o produto minimo n&o
tende a zero, mas tende a 81. A resposta do grupo A3 também ndo condiz com a
esperada. A figura 29 ilustra a conclusdo deste grupo. Desta forma, diante dos
resultados apresentados pelos grupos A3, B3, C3, D3 e E3 em relacao ao item b da
tarefa 3, o professor deve estar atento, compreender o contexto e instigar os alunos a

compreenderem a situagdo proposta para contribuir com a construgdo de

conhecimentos.

Figura 29 — Resposta do grupo A3 em relacdo ao item b da terceira tarefa
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Fonte: Grupo A3.
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Observa-se na producao do grupo A3 destacada na figura 29, que por falta de
concentracdo, o produto de 81 por 1 é igual a 81 e no quadro no final da figura o
produto desses fatores é igual a 80. A partir deste contexto, o professor pesquisador
instigou alguns grupos para refletirem sobre a possibilidade de ampliacdo da

exploracdo desse contexto. Alguns momentos dessa acéo sdo destacados a seguir:

Professor: Sera que nao existe outras possibilidades além dessas que vocés
exploraram?

Aluno A23: Como assim professor, ndo entendi?

Professor: Observando as conclusGes de vocés, nota-se que utilizaram
bastante numeros na casa de oitenta, por exemplo, 81; 82, 87, 80.05, 81.01
e assim por diante.

Professor: Ser4 que o produto minimo tende a zero? Serd que ndo existe
outros produtos menores que zero dentro do contexto explorado?

Aluno B33: Professor, pensando na sua pergunta, acho que tem outras
possibilidades, por exemplo, se pegarmos um nUmero positivo e
multiplicarmos por um negativo, o produto sera menor que zero.

Professor: Exemplifica essa tua ideia.

Aluno B33: Ok professor. Veja s0, 20 - ( -60), o resultado € 80 e o produto é
-1200, que é menor que zero. Entdo realmente a conclusdo que destacamos
como o produto minimo tendendo para zero foi errada.

Aluno D43: Professor, observando a discussdo e colocagcdo do colega,
cheguei a concluséo que o produto minimo é -1600.

Professor: Como assim? Vocé pode explicar melhor como chegou nessa
conclusdo?

Aluno D43: Sim professor! Se multiplicarmos um ndmero positivo por um
negativo que a diferenca entre eles seja oitenta, esse produto € minimo
guando esses fatores sdo opostos, por exemplo, 40 multiplicado por -40.

Como todos os grupos ndo apresentaram respostas satisfatérias em relagéo ao
item b da tarefa 3, o professor promoveu discussdo com 0s grupos explorando
perguntas destacadas no dialogo anteriormente citado. A partir desta interacdo, os
alunos enfatizaram outras possibilidades e construiram a conclusdo de que para a
diferenca de dois numeros igual a 80 possuir produto minimo, eles devem se
aproximar dos seus opostos, ou seja, um tende para 40 e o outro tende a — 40. Assim,
a intervencao do professor foi fundamental para os alunos compreenderem a tarefa
proposta e mediante reflexdo coletiva descobriram a existéncia do produto minimo,

destacado pelo aluno D43.

Este momento, validagdo das conjecturas, “exige uma mediagdo maior por
parte do professor, levando-os a perceberem a necessidade de pensar nas
possibilidades para outros casos, podendo ser estimulados a procurar
contraexemplos” (MAGALHAES; VARIZO, 2016, p. 41). Desta forma, instiguei os
alunos a pensar em outras possibilidades e buscar padrées com situagcdes anteriores.
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Professor: Analisando as conclusfes, e comparando com o que ja formularam
em guestdes anteriores, sera que € possivel modelar esta situagéo?

Aluno C13: Professor, analisando nossas respostas e a letra a desta questao
chegamos a conclusédo de explorar derivadas, e fizemos.

Professor: Compartilhe a estratégia que utilizaram.

Aluno C13: Utilizamos X—Yy =80e o produto X-Y, isolamos o Yy na

diferenca e substituimos no produto e chegamos a funggo f (X) = x? —80x
, como a questdo fala de minimo, usamos a derivada da funcdo (
f (x) =2x—80) igualando a zero chegamos em X =40e dai que para a

diferenca ser igual a 80 0 Yy = —40. Por isso que existe o produto minimo e
€ igual a — 1600.

Segundo Ponte, Brocardo e Oliveira (2019) o momento da discusséo dos
grupos instigados pelo professor é fundamental para a apresentacéo e analise das
conjecturas formuladas, e a partir da reflexdo dos resultados ocorre o processo de

validacdo ou negacéao.

O item c da terceira tarefa investigativa, enfatiza sobre o produto de dois
numeros positivos igual a 80, e instiga os alunos sobre a existéncia de uma soma
minima. Para a realizacdo desta tarefa os grupos apresentaram dificuldades porque
0S numeros que se aproximavam do contexto solicitado no enunciado se apresentava

como um numero irracional e ndo como um inteiro.

Figura 30 — Resposta do grupo D3 em relacdo ao item c da tarefa 3
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Fonte: Grupo D3.

A figura 30 ilustra que este grupo testou varios numeros inteiros e também usou

aproximacdes e concluiram que existe uma soma minima entre dois nimeros cujo o
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produto € 80. Segundo os componentes deste grupo, eles encontraram dificuldades
porque tiveram que testar varios numeros decimais com mais de um digito apos a

virgula. O didlogo registrado entre o professor e o grupo D3 destaca o desconforto do
grupo.

Aluno D13: Professor, nés testamos varios nUmeros e percebemos que um
produto igual a 80 entre dois numeros, quando somados se aproxima de 18
e depois comeca a aumentar novamente. Entdo se existe uma soma minima
seria 8 + 10 =18.

Professor: Mas como vocés fizeram para chegar nessa conclusao?

Aluno D13: Professor, nds pegamos dois numeros que o produto é 80 ou bem
proximo de oitenta, entdo as vezes multiplicamos dois nimeros inteiros e as
vezes utilizamos um inteiro e outro decimal.

Professor: Esses niimeros decimais tem algum padrdo depois da virgula?
Aluno D23: Alguns sim outros néo.

Aluno D43: Professor, os ndmeros inteiros mais prOximos entre si que
encontramos que o produto é 80 foi 8 e 10. A soma é 18, mas quando
aproximamos mais ainda, essa soma fica bem préxima de 18.

Professor: Mas que relacdo tem essa situacdo com o enunciado?

Aluno D23: E porque percebemos que a soma minima que buscamos deve
ser de dois nUmeros iguais ou muito proximos entre si.

Professor: Como assim?

Aluno D23: veja bem, nés testamos 9 e 8,88.. e sua soma €
aproximadamente 17,88..., entdo os dois nimeros sdo menores que 9, visto
gue o produto de 9 por 9 é 81. Mas nao estamos conseguindo encontrar esses
ndmeros.

Aluno D13: Provavelmente esses nimeros séo irracionais. Dessa forma fica
dificil descobrir. NOs ja sabemos que existe e € menor que 9 e a soma deles
€ préximo de 18.

Aluno D43: Ah professor, j& sei, se a gente usar fungdes para o produto e a
soma, podemos usar a derivada para encontrar esses nimeros por que € um
contexto de variacao.

Professor: discutem e analisem os resultados que encontrarem.

Aluno D43: Ok professor, vamos ja verificar.

Os alunos do Grupo A3 apresentaram dificuldades de trabalhar com nimeros
aproximados, nimeros com casas decimais, visto que, segundo 0s mesmos, 0S
célculos ficam mais trabalhosos e o risco de errar a resolu¢cdo aumenta. Em relacdo a
esse contexto, Grando e Viera (2006) enfatizam que é comum encontrarmos na sala
de aula alunos que ainda apresentam dificuldades ao trabalharem com o sistema de
numeracao decimal, sendo um dos motivos a nao exploracédo deste tema a partir de

varias representacoes.

O grupo A3 também fez algumas simulacdes utilizando dois nimeros cujo
produto € 80 e verificou a soma desses numeros. Este grupo trabalhou com apenas

numeros inteiros positivos como ilustra a figura 31:
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Figura 31 — Respostas do grupo A3 do item ¢ da tarefa 3
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Fonte: Grupo A3.

Para esse grupo, conforme visualizado na Figura 31, os dois himeros cujo 0
produto € 80 e apresenta uma soma minima é 8 e 10, pois para eles a soma de outros
dois numeros que a multiplicacéo entre eles seja 80 vai ser sempre maior que 18. De
acordo com as respostas da figura 31, os alunos do grupo A3 ndo ampliaram sua
investigacdo em outros nameros além dos naturais, ndo perceberam a necessidade
de ampliar o olhar para conjunto dos numeros reais. Segundo Ponte, Brocardo e
Oliveira (2016), no momento da investigacdo por busca de conjecturas é fundamental
gue o aluno tenha dominio de noc¢fes basicas de matematica para tornar o contexto

propicio a formulacao de situacdes que favorecam a descoberta de conjecturas. Caso
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contrario a criatividade dos alunos podera ficar limitada, ndo conseguindo se

aprofundar e verificar varias situacdes em prol de novas descobertas.

O grupo E apresentou a mesma conclusdo do grupo A, desta forma ndo ha
necessidade de apresenta-la. Da mesma forma, os grupos B3 e C3 também
apresentaram a mesma ideia, ou seja, simularam varias somas de dois nimeros cujo
0 produto corresponde a 80, mas o que chamou atencdo foi no momento da
apresentacao dos resultados. Apesar de todos 0s cinco grupos apresentarem a
mesma estratégia para encontrar situacdes correspondentes ao enunciado do item ¢
da tarefa 3, vale ressaltar que dois grupos investigaram ndo olhando somente para 0s

nameros naturais, mas também para 0s reais positivos.

O grupo D3 foi o unico grupo que, a partir da observacao dos resultados que
encontraram ilustrados na figura 30, perceberam que 0s numeros procurados
poderiam ser encontrados a partir de derivadas. Assim, utilizando fungdes fizeram a

modelacéo, concluindo que a soma minima € produzido por dois numeros irracionais
iguais que sédo 45, e 45 cujo o produto € 80; e a soma é aproximadamente

17,8885438, isto €, um numero proximo de 18. Sobre esta conclusédo, os alunos do

grupo D3 destacaram:

Aluno D13: Utilizamos para o produto a fungdo Xy =80 e substituimos na

80 . .
soma, e gerou afungéo f(X) = X+ — . Depois igualamos a zero, derivamos
X

80
e ficou f'(X) =1——. Depois calculamos e encontramos X =45,
X

substituimos na func¢éo do produto e encontramos 0 mesmo valor paraoy .
Aluno D43: Por isso professor, que a soma € préximo de 18 porque

45 +445 ¢ aproximadamente 17,9.

Professor: Como chegaram nesta estratégia?

Aluno D13: Ha professor, surgiu conforme as simula¢bes que fizemos em
buscar dois niumeros que dessem uma soma minima. Mas chegamos a essa
estratégia porque todo mundo participou buscando alternativa.

Aluno D33: Isso mesmo, esse o0 ponto chave, fizemos o que o senhor sugeriu,
trabalhamos de forma coletiva, todos envolvidos na investigacéo.

Os alunos do grupo D3, adotaram a postura do trabalho coletivo, todos se
envolveram no processo de forma participativa respeitando as diferencas de cada um,
com isso, compartilharam situacdes vivenciadas que culminou na formulacdo de

conjecturas que foram validadas e confirmadas como conhecimentos construidos de
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forma autbnoma. Para ilustrar essa conquista, Magalhdes e Varizo (2016, p. 39)

afirmam que:
A dindmica do trabalho colaborativo exige que todos trabalhem de
conformidade com um propésito comum e n&o haja hierarquia entre os
participantes do grupo. As decisGes devem ser tomadas coletivamente, e a
producdo da equipe consista no resultado da dialética entre experiéncias
vivenciadas e os saberes daqueles que as constituem. Convém destacar que,
em grupos de natureza colaborativa, os individuos compartilham ideias,

conhecimentos, perspectivas e concepgdes em um ambiente de
reciprocidade.

O ultimo item da terceira tarefa investigativa, € o d. Nele foi solicitado para
verificar a existéncia de um perimetro minimo a partir da exploracdo das dimensdes
de um retangulo com area de 100 m2. Os grupos desenvolveram essa tarefa com mais
facilidade porque a sequéncia de tarefas exploradas com caracteristicas investigativas
proporcionou ritmo e adaptacdo com questdes desse tipo, com isso, a busca por
estratégias em prol de formulacdo de conjecturas foi sendo construida com mais

autonomia.

Esta observacéo corrobora com as ideias de Ponte, Brocardo e Oliveira (2019)
gue pontuam a importancia do aluno ter vivido experiéncias com tarefas investigativas
para interagir e contribuir com o grupo de forma participativa em busca da construcao
de conhecimentos. Para esses autores, o ato pedagodgico de trabalhar com
Investigacdo Matemética, é desafiador porque instiga o educando a ser o autor da sua
aprendizagem. Para isso, o professor deve proporcionar a turma varias tarefas desse
tipo para ambientar os alunos com os fundamentos desta tendéncia que desafia o
individuo a agir como um investigador e construtor de conhecimentos matematicos.
Desta forma, “[...] as investigacdes matematicas sao um tipo de atividade que todos
os alunos devem experimentar [...]" (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2019, p. 25).

A figura 32 ilustra como o grupo A3 organizou as ideias discutidas sobre a

existéncia de um perimetro minimo de uma regiao retangular com area de 100 mz2.
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Figura 32 — Estratégia utilizada pelo grupo A3 para investigar o item d da tarefa 3
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Fonte: Grupo A3.
A figura 32 mostra que de acordo com as simulagdes feitas pelo grupo A3,

existe um perimetro minimo de um retangulo que tem area de 100 m2 e é exatamente
40 m. Para os componentes desse grupo, as variacdes das dimensdes do retangulo
de acordo com a area estabelecida demonstrou que quando as medidas dos lados se
aproximam de 10 m, também o perimetro do retangulo se aproxima de 40 m. Desta

forma, eles concluiram que existe um perimetro minimo e é igual a 40 metros.

Estava observando o trabalho dos grupos, e a equipe C3 me chamou.

Comentaram sobre a conclusdo que chegaram.
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Aluno C23: Professor, observamos que essa questao € parecida com os itens
anteriores desta atividade 3. Entdo nds discutimos e resolvemos desenhar
um retangulo e chamar suas dimensdes de x e y.

Professor: Por que vocés acham que essa questdo tem relagdo com os itens
anteriores?

Aluno C33: E porque elas falam ou de maximo ou minimo, e para encontrar
as respostas nds atribuimos valores e com isso os resultados iam variando
de acordo com os valores, e variagdo tem relacdo com derivadas. Por isso,
gue em vez de ficar testando valores para as dimensées nés desenhamos o
retangulo e exploramos a area e o perimetro dele.

Aluno C13: E professor, mas s6 chegamos a essa conclusdo porque
comparamos com os itens a, b e c. Por isso, entendemos que situacdes que
envolvem variag8do podem ser estudas por derivadas de fungdes.

De acordo com estes relatos, percebe-se que os alunos do Grupo C3 a partir
das simulagdes que fizeram, utilizando um desenho de um retangulo, relacionaram a
variacdo das medidas da area e do perimetro com derivadas, bem como perceberam
a existéncia de valores que tendem para a ideia de maximo ou de minimo. Em relacdo
a esses aspectos, Stewart (2013) confirma que as derivadas podem ser aplicadas ao
estudo de taxas de variacdes, valores maximos e minimos de fungbes. A figura 33

llustra as conclusdes do grupo C3.

Figura 33 — Concluséo do grupo C3 em relagéo ao item d da tarefa 3
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Fonte: Grupo C3.

Esta atitude de observacao que o grupo C3 destacou e a partir disso adotou a
estratégia de estabelecer as funcbes destacadas pelo contexto e utilizar os
fundamentos de derivadas para investigar a situacdo, corrobora com o enunciado de
Mondini, Mocrosky e Paulo (2018, p. 152), ao salientarem que “ensinar CDI I¥ no curso

3 Célculo Diferencial e Integral I.
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de Licenciatura em Matematica € investigar modos de o aluno produzir conhecimento
matematico”. Destaco que, este trabalho desenvolvido em uma turma de Licenciatura
de Matematica, foi de empenho e motivacdo dos alunos com as atividades
investigativas. Ademais, foi uma oportunidade para esses alunos ter uma experiéncia
sobre a forma de uso desta metodologia, o que pode contribuir com a formacao

profissional desses futuros professores.
5) Quinto encontro

O quinto encontro teve duracédo de duas horas e trinta minutos. Desta tarefa
participaram 21 alunos, divididos em 4 grupos com 4 discentes em cada um e um
grupo com 5 discentes. Diante da organizacdo das cinco equipes, iniciei o

desenvolvimento da tarefa que se encontra no quadro 8.

Depois da apresentacao da tarefa 4, os grupos comecaram a investigacao em
busca de formulacdo de conjecturas. Observando a conversa intensa de um dos

grupos, me aproximei e interagi com o grupo.

Professor: Sobre o que estdo conversando?

Aluno E24: Professor, estamos muito confusos sobre esta atividade.
Comentei com meus colegas que eu acho que temos que testar algumas
situa¢cbes com as medidas diferentes dos quadrados que temos que cortar.
Professor: Como assim, vocé pode me explicar melhor essa sua ideia?
Aluno E24: Posso sim professor, por exemplo, tirar deste papeldo um
guadrado de cada canto medindo um centimetro de lado e verificar o volume,
depois testamos os quadrados tirados com dois centimetros de lado e
novamente calculamos o volume, e assim por diante.

Professor: E o0 que vocés acham que vai acontecer utilizando este
procedimento?

Aluno E24: Acreditamos que vai ajudar a entender o que acontece com o
volume da caixa conforme mudamos as medidas dos quadrados cortados.
Aluno E34: Professor, eu acho que fica melhor de entender e fazer isso, se a
gente fizer desenhos representando o papeldo quadrado, e destacando os
guadrados cortados em cada ponto.

Professor: Entdo vamos |4, apliguem essas ideias que vocés apresentaram e
depois discutem os resultados.

Segundo Ponte, Brocardo e Oliveira (2016) essa atitude de buscar e testar
situacOes diversas por meio de simulagcbes e construcdes de desenhos sao agdes
fundamentais para formulacdo de conjecturas em tarefas investigativas, visto que
oferecem padrdes que auxiliam na construgcdo de conhecimentos mediante a
validacdo das conjecturas. Além disso, a intervencao do professor € fundamental para
proporcionar aos alunos vivéncias sobre que escolhas realizar para a solugdo dos
problemas (D’AMBROSIO; ROSE, 2016).
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Desta forma, a partir do dialogo entre professor e alunos do grupo E4, estes

construiram desenhos de varios quadrados, como ilustra a figura 34.

Figura 34 — Construcéo das respostas do grupo E4 da tarefa 4
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Fonte: Grupo E4.

De acordo com a figura 34, o grupo E4 ilustra que existe um volume maximo
guando a medida do lado do quadrado retirado esté entre 3,3 cm e 3,4 cm, visto que,

de acordo com as simula¢des que fizeram, o volume vai aumentando conforme 0s
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testes com as medidas dos lados do quadrado retirado valendo 1 cm, 2 cm, 3 cm e
3,3 cm. Mas a partir do teste de 3,4 cm, 3,6 cm o volume da caixa vai diminuindo, por
isso, existe um volume méaximo quando a medida do lado do quadrado retirado das

pontas do papeldo esta entre 3,3 cm e 3,4 cm.

Em relacéo aos questionamentos que o professor fez que instigou os alunos a
formarem as conjecturas ilustradas na figura 34, Silva e Siqueira Filho (2011, p. 32)
afirmam que:

O professor deve fazer questionamentos que os levem a refletir sobre os seus
conhecimentos de matematica e sobre os seus comportamentos e maneiras

de pensar, analisa-los e utiliza-los (...) ajudar os alunos a avaliar e regular
seus comportamentos e acgoes.

Além disso, segundo Mondini, Mockosky e Paulo (2018) a aplicacéo de tarefas
investigativas permite a possibilidade da avaliacdo do professor em relacdo ao
entendimento intuitivo da nocdo de derivada. A afirmacdo desses autores pode
também ser observada no dialogo dos alunos do Grupo E4, registrados nas
gravacgoes.

Aluno E44: Professor, como para descobrirmos a existéncia de um volume
maximo da caixa, fizemos varios testes mudando a medida do lado do
guadrado retirado do papelédo, por isso a atividade 4 pode ser explorada
utilizando derivada.

Professor: Por que?

Aluno E14: E porque esta relacionada com variacdo, e a medida do lado do
quadrado cortado vai variando, por isso da pra utilizar derivada.

Professor: Como essa ideia pode ser exemplificada?

Aluno E34: Professor, nés fizemos um desenho e chamamos a medida do
lado do quadrado retirado de x e derivamos a fungéo criada em relacdo ao
volume da caixa e chegamos a conclusado que os testes que fizemos estéo

corretos, a medida do lado do quadrado retirado das pontas do papeldo
guadrado esta entre 3,3 cme 3,4 cm.

A discussao apresentada pelos alunos do Grupo E4 destaca que a tarefa de
investigacdo explorada, auxiliou os educandos a construirem conceitos de derivadas
com autonomia. Este fato vai ao encontro dos fundamentos da Investigacao
Matematica defendida por Ponte, Brocardo e Oliveira (2016) ao enfatizarem que
guando o professor trabalha em sala de aula com tarefas investigativas, promove um
ambiente favoravel a aprendizagem do aluno, porque instiga a participacdo do mesmo

como personagem ativo que se lanca na buscar de relacdes e padres matematicos.

A figura 35 ilustra a ideia apresentada pelo grupo E4, onde o desenho destaca

a medida x dos lados dos quadrados que devem ser retirados dos quatro cantos do
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papeldo quadrado. Segundo o grupo, foi usada a formula do célculo do volume da
caixa formada que gerou uma funcéo do terceiro grau. Depois foi calculada a derivada
e o valor igualado a zero, encontrando o valor de x igual a 3,3333.... Este valor
confirmou os testes que eles fizeram, onde destacaram que a caixa possui volume
maximo quando a medida do lado dos quadrados retirados do papeldo quadrado se
encontra entre 3,3 cm e 3,4 cm. Assim, perceberam que o valor encontrado com a
utilizacdo de derivadas esta exatamente entre esse intervalo, pois corresponde a

dizima periédica 3,333..., maior que 3,3 e menor que 3,4.

Figura 35 — Desenho do grupo E4 representando a construcéo da caixa

~

26 o,

Fonte: Grupo E4.

As gravacbes das conversas desse grupo destacam o dialogo dos alunos
durante o desenvolvimento da tarefa 4, e enfatiza a estratégia expressa na figura 35
utilizada pelo grupo E4.

Aluno E14: E se a gente atribuir valores para a medida dos quadrados que
devem ser cortados do pedaco de papeldo, dai vamos fazer um desenho que
represente a caixa e vamos chamar a medida do lado dos quadrados que
devem ser cortados de x.

Aluno E34: E verdade, e depois calcular o valor de x e verificar se
corresponde aos testes que fizemos.

Aluno E24; Como dé pra fazer isso?

Aluno E44: De acordo com desenho que fizemos, o volume da caixa deve ser
(20 — 2x).(20 — 2x).Xx.

Aluno E14: E assim mesmo! A medida do lado é 20 — 2x porque como em
cada quanto do quadrado de papeldo tem que cortar o quadradinho de lado
de medida x, no lado do quadrado do papelao tem 2x.

Aluno E14: Vocé esta certo, multiplicando a area da base do quadrado do
papelédo (4x2 - 80x +400) pela altura x, o volume é 400x — 80x2 + 4x3. Depois
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: . 10
igualamos a derivada desta funcdo do volume a zero, o valor de X = ?

6000 s
cmT.

produz o volume maximo correspondente a

Para formular conjecturas da tarefa investigativa 4, o Grupo E4 desenhou um
guadrado de lado 20 cm, destacou quatro quadrados pequenos nos cantos deste
desenho denominado de lado x e dessa forma, idealizaram uma caixa de base
guadrada com medida de lado (20 — 2x) e altura x. Usaram a ideia de volume e
encontraram a equacéo destacada na conversa citada, e igualando a derivada desta
funcéo a zero, encontraram um valor para x que reproduz o valor maximo do volume.
Diante deste resultado, os alunos demonstraram habilidade ao utilizarem derivadas
para investigar a existéncia de um volume maximo e este desempenho, € destacado

por Magalhdes e Varizo (2016, p. 36) ao afirmarem que:

O desempenho dos discentes nas atividades investigativas depende de
fatores, como: subjetividade de cada aluno em relacdo aos seus
conhecimentos prévios, capacidade de concentracdo, perseveranca e
motivagdo que a atividade matematica sucinta. E importante conhecer como
se caracterizam os alunos em relagdo a essas questdes e, desse modo,
desenvolver um trabalho prévio que os leve a reformular suas concepc¢des,
se necessario.

Desta forma, o grupo E4 apresentou um bom desempenho na tarefa 4,
mostrando criatividade, concentracdo, motivacdo e perseveranca, enfatizando
também que tarefas investigativas contribuem para a construgdo autdbnoma de
conhecimentos e ao desenvolvimento de habilidades matematicas (PONTE;
BROCARDO; OLIVEIRA, 2016).

O grupo D4, formado com quatro alunos, desenvolveu uma estratégia sem
recorrer a desenhos para representar o quadrado do papeldo destacado no enunciado
da atividade 4. A figura 36 ilustra a estratégia utilizada pelo grupo D4 para encontrar

respostas e destacar as conclusdes referente a tarefa investigativa proposta.
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Figura 36 — Respostas do grupo D4 da tarefa 4
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Fonte: Grupo D4.

A figura 36 destaca que o grupo D4 aplicou algumas simulacdes atribuindo

valores para as medidas dos quadrados que devem ser retirados das pontas do

guadrado do papeldo que tem como medida 20 cm de lado, e de acordo com as

respostas encontradas, percebe-se que o volume da caixa vai aumentando conforme

aumenta o valor da altura denominado de x aumenta até atingir 3,33 cm. A partir deste

valor o volume comeca a diminuir. Diante desses calculos, o grupo enfatizou que

existe um volume maximo quando a medida dos lados dos quadrados retirados dos

guatro cantos do quadrado do papeldo que a caixa deve ser construida se aproxima

da dizima periddica 3,33....
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As gravacdes registradas a seguir destacam a discusséo dos alunos do grupo

D4 em relagéo as conclusdes que tiraram na resolucéo da tarefa 4.

Aluno D24: Vamos atribuir valores para a medida dos lados dos quadrados
gue vao ser retirados?

Aluno D44: Sim, é uma boa ideia.

Aluno D34: E verdade, vamos testar e verificar o que acontece.

Aluno D14: Para ai! Deixa eu ver se entendi! Vocés querem atribuir valores
diferentes para a medida dos lados dos quadrados que vamos retirar dos
guatro cantos do quadrado do papelao?

Aluno D24: Exatamente.

Aluno D44: Se a gente chamar a medida do lado do quadrado do papelédo de
y e a altura de x, 0 volume da caixa vai ser y?2 multiplicado por x.

Aluno D34: Isso mesmo! Assim conforme a gente aumenta o valor de X,
diminui o valor de y.

Aluno D14: Eu testei o valor de x e o volume foi aumentando até 3. Quando
testei o x valendo 4 o volume é menor que o x valendo 3.

Aluno D44: Entdo existe um volume maximo.

Aluno D24: vamos verificar esse intervalo de 3 e 4 pra ver 0 que acontece.
Aluno D34: Testei turma!

Aluno D14: O que acontece?

Aluno D34: Testei o valor de x de 3,3 e 0 volume da caixa € maior que quando
o x é 3. Mas quando testei 3,4 o0 volume é menor.

Aluno D24: Mocada! Testei o valor de x de 3,33 e 0 volume da caixa é maior
que quando o x é 3,3.

Aluno D14: Olha s6, verifiquei e descobri que a caixa vai ter volume maximo
guando o valar de x se aproxima da dizima periédica 3,333...

Aluno D44: E isso mesmo, existe o volume maximo.

Desta forma, a figura 37 ilustra a concluséo do grupo D4 em relacdo ao item a
da atividade 4 conforme as conversas dos componentes do grupo destacadas

anteriormente.

Figura 37 — Conclusao do grupo D4 referente ao item a da tarefa 4
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Fonte: Grupo D4.

A partir desta conclusédo do item a, o Grupo D4 destacou a resposta do item b,
conforme ilustra a figura 38. Assim, a estratégia utilizada pelos alunos desta equipe

determinou existéncia de um volume maximo da caixa de acordo com a variacdo do
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valor da altura caracterizada como medida X, isto é, este contexto pode ser
relacionado com os conceitos de derivada, visto que enfatiza a ideia de limite. Este

grupo, a partir de simular vérias situagfes do célculo do volume estabelecido pela
expressdo y? - x como destaca a figura 36, conseguiram encontrar aproximagao para

os valores de y e x que demonstram a existéncia de um volume maximo tendendo
para aproximadamente 592,6 cm3. Justificando este resultado, Ponte, Brocardo e
Oliveira (2016) destacam que as tarefas investigativas aguaca a curiosidade dos

alunos a buscarem por varias estratégias que favorecam a formulagéo de conjecturas.

Figura 38 - Concluséo do grupo D4 sobre o item b da tarefa 4
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Fonte: Grupo D4.

Concernente a tarefa 4 proposta, o grupo D4 explorou algumas ideias que
foram discutidas em grupos, analisadas e validadas. Tais ideias estéo registradas nas
figuras 36, 37 e 38. Assim, esta equipe compreendeu que para a questao apresentada,

a caixa se aproxima do seu volume maximo a medida que o valor de x se aproxima

10 o : ~
de 3 Para Ponte Brocardo e Oliveira (2016) a interacdo dos alunos no momento

7

das discussbes, formulacdo e validagdo de conjectura é fundamental para a

valorizacdo e consolidacao do conhecimento construido.

O grupo B4 também utilizou a estratégia de verificar o que acontece com o
volume da caixa quadrada de papeldo a partir de simulagdes, atribuindo valores para
a medida da altura que também esta relacionada com as medidas dos lados da base
da caixa que deve ser construida. A figura 39 mostra a acdo adotada pelos alunos

deste grupo.
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Figura 39 — Simulacéo de respostas do grupo B4 da tarefa 4
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Fonte: Grupo B4.

O grupo B4, de acordo com a figura 39, explorou valores para a medida x de 1
cm a 5 cm, e usaram apenas uma casa decimal apds a virgula. Como pode ser
visualizado na figura 39, o volume vai aumentando até o célculo do volume com o X
medindo 3,3 cm e as medidas dos lados da base da caixa quadrada medindo 13,4 cm
gue produz um volume de 592,548 cms3. Para valores maiores assumido por X, 0O
volume vai diminuindo, e este acontecimento conduz a conclusdo do grupo B4 em

relacdo ao item a da tarefa 4 como ilustra a figura 40.

Figura 40 — Concluséo do grupo B4 em relacéo ao item a da tarefa 4
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Fonte: Grupo B4.
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O grupo B4 ilustra na figura 39 que o volume da caixa comeca a diminuir
guando o valor da altura € menor ou maior que 3,3 cm (eles consideraram apenas
uma casa decimal apés a virgula). Na figura 40 ndo destacaram especificamente a
partir de que valor o volume da caixa comeca a diminuir. Apenas descrevem que
perceberam que quanto maior a medida da altura, menor o volume da caixa. Mas vale
ressaltar também que as simulagdes deste grupo ilustradas na figura 39 deixa explicito
gue a caixa atinge o volume maximo quando x se aproxima de 3,3 cm, e para valores
maiores ou menores, o volume diminui. Por exemplo, de acordo com a figura 40
guando o x vale 1 cm o volume é 324 cm?3, e para o0 x medindo 5 cm o volume € igual
a 500 cm3. A figura 41 ilustra a conclusdo do item b da tarefa 4 construida pelo grupo
B4.

Figura 41 - Conclusao do grupo B4 em relagéo ao item b da tarefa 4
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Fonte: Grupo B4.

A figura 41 confirma que o grupo B4 explorou apenas nimeros com uma casa

decimal e descobriu que a caixa de papelao proposta pela tarefa 4 atinge um volume
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maximo quando a medida de x esta entre o intervalo ilustrado na figura. No item b,

este grupo montou uma equacao (y +2x = 20) para representar a medida do lado do

guadrado do papeldo que a caixa deve ser formada (y representa a medida do lado
do quadrado do papelédo depois do recorte dos quadradinhos dos quatro cantos do
papeldo) e de acordo com a conclusdo apresentada na figura 39, chamaram y =

13,4cm e encontram para X a medida de 3,3 cm.

O grupo C4, por sua vez, apresentou alguns erros no desenvolvimento desta
tarefa que foram registrados a partir das gravacdes dos didlogos dos alunos durante

o desenvolvimento da tarefa 4.

Aluno C24: Como fazer essa questdo pra verificar se existe volume maximo
da caixa que deve ser construida pelo papelao?

Aluno C44: Mudando a medida do lado do quadradinho que vamos recortar
de cada canto do papelao.

Aluno C14: Isso mesma cara! Como o lado do papelao é 20 cm, se a gente
chamar o lado desse quadradinho de 1 cm, a medida do quadrado do papelédo
vai ser 18 cm?

Aluno C34: Por qué 18 cm? N&o & pra ser 19 cm.

Aluno C14: Nao é 19 cm, porque tem que tirar 2 cm, um de cada lado.

Aluno C34: Ah, ok! Entendi.

Aluno C44: Entdo vamos testar.

Aluno C24: 1Isso mesmo vamos verificar os quadrados que serdo cortados das
pontas do papeldo com tamanhos diferentes.

Aluno C44: Eu verifiquei o volume da caixa com as medidas dos lados do
guadrado que sera cortado das pontas de 1 cm até 5 cm, para 4 cm o volume
chegou no maximo. E depois vamos multiplicar por 1000 para transformar em
litros.

O que observa-se neste dialogo é que um aluno esta auxiliando o outro,
compartilhando suas ideias como possiveis conjecturas e, desta forma, favorece a
interacdo coletiva dos membros da equipe. Este momento, reflete ao argumento de
Ponte, Brocado e Oliveira (2016) sobre a importancia do trabalho em grupo para a
construcdo de conhecimentos a partir da discusséo das ideias apresentadas em todos

0s momentos de uma tarefa investigativa.

A figura 42 ilustra as respostas do grupo C4 e alguns erros de multiplicacéo e
também em relacdo a transformacéo de cm3 para litros, visto que em vez de dividir,

eles multiplicaram por 1000.
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Figura 42 — Simulacéo do grupo C4 da tarefa 4
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Fonte: Grupo C4.

A figura 42 destaca o procedimento adotado pelo grupo C4 para verificar a
existéncia de um volume maximo da caixa de papeldo proposta pela atividade 4.
Entretanto, a conclusao apresentou um erro por causa da falta de atencao em verificar
a calculo do volume da caixa quando a altura € 4 cm e a medida dos lados da base
guadrada é 12 cm. Além disso, o grupo também se confundiu quando tentou

transformar o volume de cm? para litros, multiplicando os resultados por 1000.

Magalhées e Varizo (2016, p. 42) ao falarem sobre a importancia da discusséo
em grupo para percepc¢ao de erros, explicam:

No momento de discussdo sobre as conclusfes e validagfes, € hora de
perceber os erros entendidos como incoeréncias do desenvolvimento do
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raciocinio do aluno. Assim, o erro na abordagem investigativa expressa que
a contradicdo com algum fato ja estabelecido com verdadeiro indica a
inadequacéo ou a falsidade de resultados.
O grupo A4 também apresentou conclusdes em relacdo a tarefa 4. A figura 43
apresenta a estratégia que os alunos deste grupo utilizaram para tirarem suas

conclusoes.

Figura 43 — Simulagéo do grupo A4 da tarefa 4
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Fonte: Grupo A4.

Na figura 43, observa-se que para verificar o comportamento do volume da
caixa que deve ser construida pelo papeldo quadrado com medida de lado 20 cm, os
alunos do grupo A4 utilizaram apenas nameros inteiros e destacaram a existéncia de

um volume maximo da caixa. A figura 44 ilustra a estratégia que o grupo utilizou para
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descobrir a medida do lado dos quadrados que devem ser cortados das quatro pontas

do papeléo.

Figura 44 — Estratégia do grupo A4 utilizada pra o calculo do volume méximo

Fonte: Grupo A4.

A figura 44 ilustra que o grupo A4 modelou o volume em fungéo da medida do

lado dos quadrados que devem ser cortados dos quatro cantos do papeldo quadrado

medindo 20 cm de lado, e a partir deste modelo os alunos utilizaram derivadas e

. 20 N . )
encontraram a medido do x de ? Desta forma, as conclusdes foram discutidas,

testadas, validadas e apresentadas no momento reservado para socializacdo dos

resultados. Na figura 45 a concluséo final do referido grupo.
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Figura 45 — Conclusédo do grupo A4 sobre o item a da tarefa 4
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Fonte: Grupo A4.

A figura 45 demonstra que o grupo A4 encontrou um volume maximo
destacando que quando os valores dos lados dos quadrados que devem ser retirados

do pedago de papelédo se aproximam tanto pela direita quanto pela esquerda do valor
20 . , - . , :
ry 0 volume da caixa atinge o maximo possivel. Este grupo afirma que “quanto maior

€ o valor do quadrado menor o seu volume”, isto é, para os alunos desta equipe, este
valor se refere as medidas dos lados dos quadrados que séo retirados das pontas do

papelao, visto que, se as medidas dos lados desses quadradinhos forem superiores a

3 o volume tende a diminuir. Este resultado ressalta a atitude que os alunos devem

adotar,

Utilizar os varios processos que caracterizam a atividade investigativa em
Matematica. Como referimos, alguns desses processos sao: a exploracao e
formulagbes de questbes, a formulacdo de conjecturas, o teste e a
reformulacdo de conjecturas e, ainda, a justificacdo de conjecturas e
avaliacdo do trabalho (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, p. 29).

Para estes autores a exploracao desse tipo de tarefa em sala de aula permite

gue os alunos explorem naturalmente, mediante didlogos abertos e ideias,
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pensamentos matematicos fundamentais para a construcdo de conhecimento. Além
disso, segundo Gongalves (2012), este tipo de atividade motiva o aluno a
desempenhar uma postura mais ativa diante da tarefa com confianca e demonstracéo
de que quer participar. E esta confianca € reproduzida na constru¢éo das respostas
(figura 46) que séo testadas no grupo e apresentadas para a turma no momento em

gue sao confrontadas por todos os grupos para serem validadas ou refutadas.

Figura 46 — Resposta do grupo A4 em relacdo ao item b da tarefa 4
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Fonte: Grupo A4.

Durante a discussao dos resultados da tarefa 4, terceira fase da Investigagao
Matematica segundo Ponte, Brocardo e Oliveira (2016), os representantes escolhidos
pelos grupos destacaram que a caixa construida com um papeldo quadrado tende
para o volume maximo quando a medida dos quadrados que devem ser retidos dos
guatro cantos do pedacao de papeldo se aproximam de uma medida especifica tanto

pelo lado esquerdo quanto pelo direito. Desta forma, a discusséo foi pautada em ideias
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relacionadas com aproximacdes, limites e variagbes que estdo relacionadas com
derivadas. Com isto a pendultima tarefa foi finalizada, e percebeu-se que os alunos
estavam ganhando confianca e ficando mais criativos na busca de estratégias e na
formulacao de conjecturas. E, este sucesso, de acordo com Ponte, Brocardo, Oliveira

(2016) é fruto do ambiente de aprendizagem proporcionado pelo professor.
6) Sexto encontro

A Ultima tarefa foi realizada no sexto encontro durante 2h30min. Deste,
participaram 20 alunos e, iniciei os trabalhos dividindo a turma em cinco grupos de 4
componentes e em seguida apresentei a tarefa 5 intitulada “Minimizando custo” que

se encontra no Quadro 9.

Diante da tarefa apresentada do Quadro 9, 0s cinco grupos comecaram a
investigar em busca de formular conjecturas de acordo com 0s itens propostos na
tarefa. Analisando as respostas apresentadas pelos grupos, quatro utilizaram a
mesma estratégia para responder os trés itens solicitadas na tarefa 5, isto €, atribuiram
valores para a altura ou a largura de acordo com o volume de 9 m3 que deveria ter
cada tanque retangular. Mas uma das equipes, 0 grupo E5, me questionou se
poderiam utilizar o notebook para explorar essa atividade no Excel, como destaca o
didlogo abaixo:

Aluno E35: Professor, para esta atividade podemos utilizar o notebook para
explorar as dimensdes do tanque?

Professor: Por que vocés resolveram utilizar o notebook?

Aluno E35: E porque nés queremos utilizar o Excel para investigar as
dimensdes do tanque que deve ter o volume de 9 mé.

Aluno E15: E professor, com o Excel os calculos sédo mais rapidos.

Aluno E25: No Excel professor, da também pra gente organizar em linhas e
colunas as medidas das dimensdes, o volume e a area total das faces do
tanque.

Professor: Tudo bem.

A figura 47 destaca a construcao produzida no Excel pelo grupo E5, onde sé&o
visualizadas as medidas da largura e da altura de acordo com o volume do tanque. E,
de acordo com a producdo do grupo, percebe-se que existem dimensdes que
minimizam o custo da producéo de tanques, visto que o resultado destaca que existe

uma area total minima do tanque.
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Figura 47 — Construcdo de resposta do grupo E5 no Excel
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Fonte: Grupo E5.

Mediante a utilizacdo da ferramenta tecnoldgica Excel, os alunos do grupo E5

construiram suas respostas e apresentaram suas conclusdes como destaca as

conversas gravadas.

Aluno E45: Como ndés podemos organizar os dados da questdo 5 no Excel?
Aluno E25: Vamos escrever a equacéo do volume e isolar uma variavel e
encontrar a outra em funcéo dos valores que vamos atribuindo.

Aluno E15: Como assim, ndo entendi?

Aluno E25: Vou explicar! Como o comprimento € 4 e o volume é 9, a gente
pode montar uma equacdo para o volume mais ou menos assim: xy4 = 9.
Depois a gente isola 0 y e vai encontrando valores para ele de acordo com
os valores de x.

Aluno E15: Ah entendi! Ent&o vai ficar y = 9/4x. Certo?

Aluno E25: Isso mesmo!

Aluno E35: Mas isso nao é suficiente para responder as perguntas! Tem
gue ser volume e area.

Aluno E45: E verdade! Mas ja sei como fazer.

Aluno E35: Como?

Aluno E45: Eu montei uma equacéo para a area total do tanque.

Aluno E35: Como assim?

Aluno E45: A soma das areas das seis faces do tanque, e ficou assim: A =
2xy + 8x + 8y.

Aluno E15: Pra que essa equacdo?

Aluno E45: E essa area que vai determinar o custo do tanque.

Aluno E35: E verdade, quanto maior a area total maior vai ser o custo para
fabricar o tanque.

Aluno E25: Olha so pessoal! Depois de digitar alguns valores para x, da pra
perceber que existe uma area total minima quando os valores de x e y se
aproximam de 1,5, pois 0 Excel mostra que essa area é 28,5 m2.
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A figura 47 e os dialogos citados explicitam que os alunos do grupo E5, a partir
da utilizacdo do Excel, chegaram a conclusdo que o custo do tanque com as medidas
citadas na tarefa 5 serd o menor possivel quando as medidas da largura e da altura
forem iguais 1,5 m, visto que, produzird a menor area total das faces necessérias para
a construcao do tanque com 4 m de comprimento e volume de 9 m3. Portanto, o grupo
E5 concluiu que existem dimensdes minimas que reproduzem um custo minimo para
a fabricacdo de tanques e a area total das faces do tanque se aproxima de 28,5 mz,
gue corresponde a minima possivel, ja que para valores maiores ou menores de 1,5
m atribuidos a largura e a altura, a area total € maior que 28,5 m2. Esta concluséo esta

ilustrada na figura 47, que representa a estratégia construida pelo grupo E5 no Excel.

Desta forma, analisando os fundamentos da tecnologia, Cardoso (2019)
destaca que a utilizacdo de recursos tecnologicos nas aulas de Matematica pode
trazer beneficios a aprendizagem dos discentes e também inovar as atividades
metodoldgicas de ensino dos ambitos escolares, pois para o0 autor, tais instrumentos
promovem o interesse dos alunos e proporcionam a melhora de seu rendimento.
Corroborando com a autora, Santos e Amaral (2012, p. 84) explicam que “a utilizagédo
de novas tecnologias alia-se a necessidade de se aprender melhor, de se utilizar

recursos que promovam uma melhor aprendizagem”.

O grupo C5 apresentou simulagdes do calculo da area total da caixa d’agua
sem considerar uma das faces, ou seja, sem a tampa. A seguir o didlogo, extraido das

gravacoes do referido grupo, que confirma a ideia pensada pelo grupo.

Aluno C35: Para responder essa questdo, penso que temos que calcular a
area de cada face da caixa d’agua.

Aluno C15: Por que a area?

Aluno C35: E porque como o tanque deve ser construido de alvenaria, a gente
tem que descobrir quantos metros quadrados sera necessario para construir
essa caixa d’agua, quanto mais metros quadrados, mais caro vai custar.
Aluno C45: Entdo nos temos que considerar seis faces?

Aluno C25: Acho que 5 faces, acho que a tampa nédo deve ser considerada
porque a atividade ndo destaca se é com tampa ou sem tampa.

Aluno C35: Tudo bem! Vamos fazer os calculos sem a tampa.

A figura 48 destaca os calculos efetuados pelo grupo C5 para verificar o
comportamento da area total da caixa d’agua a partir das medidas estabelecidas pela

tarefa 5 para o comprimento e o volume.
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Figura 48 — Simula¢fes do grupo C5 da tarefa 5
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Fonte: Grupo C5.

De acordo com a figura 48, o grupo C5 descobriu que a area total da caixa

d’agua se aproxima de um valor minimo (21,5 m2) quando os valores da largura e

, 9 . . . ~
altura se aproximam de2me g m, respectivamente. Desta forma, existem dimensdes

que proporcionam um custo minimo para a construgao da caixa d’agua, visto que, se

. . 9 , i
as medidas da largura e altura forem diferentes de 2 me 3 m a area total da superficie

da caixa d’agua vai ser maior e, entdo o custo para a construgdo vai aumentar. Em
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relacdo a utilizacdo de apenas 5 faces e ndo 6, o grupo descreve que discutiu sobre
isso, mas que acabaram esquecendo, sO perceberam no memento da socializacéo
dos resultados, como pode ser observado no didlogo que segue:

Aluno C25: Precisamos encontrar a area de todas as faces para verificar as

medidas ideias que diminuem o custo.

Aluno C15: Entédo, temos que utilizar 5 faces.

Aluno C45: Cinco? Por qué?

Aluno C15: Sim. O fundo, e as quatro paredes.

Aluno C45: E a tampa?

Aluno C15: Mas, é necessario utilizar também a tampa.

Aluno C35: Acho que sim.
Aluno C15: Ok, entao sao seis faces.

Portanto, esse tipo de atividade € importante ser explorada em sala de aula
para evidenciar ao aluno que a Investigacdo Matematica auxilia na construcao do
conhecimento em sala de aula e na tomada de decisdes no cotidiano. E este € um
momento em que o professor deve incentivar os alunos a refletirem sobre o que
produziram. Sobre este aspecto relacionado ao papel do professor, Ponte, Brocardo
e Oliveira (2019, p. 51) explicam que “é importante ajuda-los a fazer uma sintese da
atividade, descrevendo 0s seus avancos e recuos, 0s objetivos que tinham em mente

e as estratégias que surgiram”.

Os grupos, A5, B5, utilizaram a mesma estratégia apresentada pelo grupo C5,
desta forma, apresenta-las seria repetir situacées equivalentes. Mas, o grupo D5,
pontuou suas conclusdes utilizando uma estratégia diferente, como observa-se no

dialogo registrado abaixo:

Aluno D35: Olha sé! Pelos testes que fizemos atribuindo valores para altura
descobrimos que a éarea total das faces da caixa d’agua se aproxima de um
valor minimo.

Aluno D15: Sim, mas o que vocé esta pensando?

Aluno D35: Como os valores da area total mudam de acordo com as medidas
gue testamos, o que vocés acham se a gente utilizar derivadas para verificar
essa ideia?

Aluno D45: Sim, concordo!

Aluno D15: Também concordo! Ai podemos confirmar se realmente existe
dimensdes para diminuir o custo da construgédo da caixa d’agua

Aluno D45: Isso mesmo irmédo! D& pra criar uma funcao para a area total da
caixa d’agua a partir da expresséo do volume.

A figura 49 ilustra como os alunos do grupo D5 colocaram em pratica o que
discutiram no grupo. Desta forma, destacam as medidas para a largura, altura,
comprimento, volume e expressao para area total da caixa d’agua de acordo com os

dados enunciados na tarefa 5. Assim, estabeleceram uma funcéo para a éarea total
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relacionada com a expressdo do volume. Depois, substituiram na expressao
correspondente a area total e definiram assim uma funcdo dependendo apenas da

dimenséo da largura denominada de x.

Figura 49 — Expressfes matematicas do volume e &rea total da caixa d'agua
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Fonte: Grupo D5.

Apl6s a modelagem de uma funcdo para a determinacdo da area total da
superficie da caixa d’agua, o grupo D5 recorreu a ideia de derivada para explorar a

existéncia de dimensdes que minimizam o custo da construgao da caixa d’agua como

ilustra a figura 50.

Figura 50 — Exploracdo de derivada pelo grupo D5
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Segundo Stewart (2015) a utilizacdo dos conceitos de derivadas € uma
ferramenta importante em algumas aplicacdes do calculo diferencial, visto que, refere-
se a problemas de otimizagdo. Assim, a partir da exploracdo de derivadas pode-se
encontrar valores de maximo e minimo que ajudardo na tomada de decisdo. Nesta
mesma linha de pensamento, Thomas (2012, p. 251) afirma que podemos utilizar
“derivadas para resolver uma variedade de problemas de otimizagdo nos negécios,
matematica, fisica e economia”. Portanto, a partir da utilizagdo da Investigagéo
Matematica, o grupo D5 estabeleceu rela¢cdes matematicas no ambito de derivadas

de acordo com definicBes estabelecidas pelos autores citados.

O grupo D5, apoés os calculos que estdo representados na figura 50, ainda
realizaram alguns testes de verificagdo dos valores encontrados, para confirmar suas
conclusdes, conforme visualizado na figura 51. A agéo deste grupo é enfatizada por
Ponte, Brocardo e Oliveira (2019), Magalhdes e Varizo (2016) ao expressarem que a
verificacdo € um momento fundamental durante o desenvolvimento de uma tarefa

investigativa para proporcionar a validacdo das conjecturas formuladas.

Figura 51 — Testes de verificacdo das dimensdes da caixa d'agua
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Fonte: Grupo D5.

Portanto, conforme ilustra a figura 51, o grupo D5 confirma a existéncia de
dimensfes que possibilitam uma area total minima, ou seja, quando a altura e a
largura se aproximam da medida de 1,5 m a area total se aproxima de um valor minimo
(28,5 m2). Dessa forma, o grupo D5 justificou que é possivel construir a caixa d’agua
com o comprimento e volume desejado a partir da possibilidade de minimizacao de

custo.

Depois do processo de investigacao e discussao das conclusdes realizadas em
cada grupo, foram socializadas as resolu¢cbes de cada grupo. O representante

escolhido por cada equipe apresentou os resultados e o que fizeram para testa-los.
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Salienta-se que durante este processo, dos cinco grupos, 3 ndo consideraram uma
face da caixa d’agua, ou seja, consideraram um tanque sem tampa. Apenas 0s grupos
E5 e D5 consideraram as seis faces e o ultimo utilizou o Excel para investigar o
comportamento da area total da caixa d’agua de acordo com a variagao da largura e
da altura. Além disso, as equipes que nao utilizaram as seis faces destacaram na
apresentacao final que ndo consideram a tampa porque achavam que ndo havia
necessidade porque a questdo ndo destacava se 0 tanque era ou nhao com tampa
(equipes A5 e B5).

Diante deste contexto, € fundamental a atencdo do professor para auxiliar na
compreensao dos alunos em relacdo ao enunciado da tarefa proposta. Segundo
Ponte, Brocardo e Oliveira (2016), o professor precisa estar atento a possibilidade de
diversas respostas. Nesta questdo, por exemplo, como ndo estava explicito se era
com tampa ou sem tampa significa que ambas as respostas estao corretas, pois 0s

grupos justificaram/argumentaram porque encontraram tal resposta.
7) Sétimo encontro

Depois da realiza¢do das cinco tarefas desenvolvidas, apliquei um questionario
(APENDICE C) com seis questdes, numeradas de 1 a 6, para verificar as opiniées dos
alunos acerca da metodologia Investigacdo Matematica. Deste encontro, participaram
20 (vinte) alunos que responderam o questionario. A seguir apresento e discuto
algumas respostas deste questionario. Destaco que a identificacdo dos alunos foi
efetivada por meio de letra mailscula do alfabeto: A, B, C, D, ...

1) A Investigacdo Matematica ja tinha sido utilizada em aulas anteriores?

Dos 20 (vinte) alunos, apenas um respondeu que ja tinha trabalhado em sala

de aula atividades investigativas.
2) Vocé achou interessante a metodologia utilizada? Justifique.

Todos os alunos responderam que sim. Destacaram que a metodologia é
interessante e importante para a aprendizagem em grupo. Ademais, comentaram que

foi novidade. A seguir alguns comentarios:
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Aluno A: A metodologia abordada € bastante interessante, e também nao
tivemos que partir de uma equacao s6, mas explorar os conhecimentos que
temos para responder as questdes.

Aluno D: Sim, porque quanto mais vocé investiga, descobre padrdes
matematicos que ajuda a formular conjecturas.

Aluno M: Achei interessante porque, durante as investigacées que fomos
fazendo, percebemos o que ia acontecendo e com isso aprendemos
diversos conceitos matematicos.

Aluno P: Sim, porque nos motivou a pensar em diferentes formas até achar
a melhor solugéo para as questdes.

Aluno S: Foi bastante gratificante, pois presenciei o desenvolvimento de
derivadas de outra forma, compartilhando os meus conhecimentos com 0s
dos colegas através do trabalho em grupo.

Aluno X: Sim, porque as vezes nos prendemos a férmulas mateméticas, e
essa metodologia nos deu ideias diferentes, nos motivando a pensar em
possibilidades a partir do raciocinio légico.

Desta forma, as respostas desta questdo apontam que para os alunos a
metodologia de Investigacdo Matematica € interessante e possibilita a construgéo de
conhecimentos de forma compartilhada. Segundo Magalhdes e Varizo (2016), os
trabalhos em sala de aula por meio de tarefas investigativas despertam o interesse
dos alunos e o trabalho em grupo possibilita 0 compartiihamento do conhecimento
construido durante as etapas da investigacdo, visto que, todas as atividades deste

trabalho foram desenvolvidas em grupo.

3) As tarefas investigativas propostas Ihe ajudaram a compreender o conceito

de derivada? Justifique.

De todos os alunos que responderam o questionario, apenas um destacou que
as tarefas investigativas ndo ajudaram a entender o conceito de derivadas. Este aluno
apenas respondeu o seguinte: “infelizmente ndo” (Aluno J). Analisando esta resposta,
e mediante observagdes durante o desenvolvimento das tarefas investigativas, isto
pode ter ocorrido porque este aluno pode ser um dos quais apresentaram muitas
dificuldades em conteudos basicos de matemética como funcdes do 1° e 2° grau.
Como o questionario nao foi assinado pelos alunos, nao foi possivel a identificacéo
para possiveis questionamentos sobre este fato. Sobre este contexto, Ponte, Brocardo

e Oliveira (2016) pontuam que no decorrer da exploracéo de tarefas investigativas é
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fundamental o aluno possuir conceitos basicos vinculados com o tema explorado para
produzir a compreenséao almejada do assunto em debate.

Os demais alunos pontuaram que as tarefas investigativas ajudaram a
compreender o conceito de derivadas porque conforme as simulagdes que fizeram,
perceberam variacdes e ideias de maximo e minimo que apontavam para o conceito
de derivada. Destaco algumas respostas dos alunos:

Aluno B: Sim, me ajudaram bastante porque percebi que poderia usar as
regras de derivadas para investigar as questdes, que tratava de taxa de
variacao.

Aluno K: Sim, ajudou porgue entendi onde o conceito de derivada pode ser
utilizado no cotidiano, através da exploracao de taxa de variagdo, maximo e
minimo, como a verificagdo de volume maximo de um tanque e as medidas
de uma caixa que possibilita a reducéo de gastos na construcéo.

Aluno G: Sim porque podemos visualizar o conceito através das
investigacdes, e ajudaram a observar como as funcdes se comportam nas
perspectivas de maximo e minimo.

De acordo com as respostas dos trés alunos citados, as tarefas investigativas
auxiliaram esses alunos a compreenderem o conceito de derivada e onde pode ser
aplicado no cotidiano. Gongalves (2012) confirma esse resultado ao descrever que a
utilizacdo da Investigagdo Matemética em sala de aula contribui para o estudo de
derivada porque promove confianga aos alunos que se sentem desafiados diante das
tarefas que sdo propostas, e a busca por relagbes matematicas possibilita a

construcdo de conhecimentos.

4) Descreva o0s aspectos positivos e negativos em relacdo ao uso da

Investigacdo Matematica.

A maioria dos alunos destacou que o0s aspectos positivos desta metodologia
sdo as possibilidades de interacdo que ela promove por meio dos debates, discussdes
e apresentacao dos resultados. Além disso, enfatizaram que favorece a criatividade,
instiga a motivacdo e a atitude diante dos desafios propostos de construir
conhecimentos com autonomia. Ainda neste contexto, Magalh&es e Varizo (2016)
fortalecem a respostas dos alunos ao pontuarem que o desenvolvimento de tarefas
investigativas desafia os alunos a serem criativos e tomar iniciativa diante das tarefas

propostas.
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Como pontos negativos, a maioria dos alunos destacou as dificuldades que
enfrentaram, como o conhecimento de alguns conceitos matematicos que Ssao
fundamentais para a formulac&o eficaz das conjecturas, visto que, na primeira tarefa
investigativa, os alunos apresentaram dificuldades em encontrar estratégias de
verificacdo de relagcdes matematicas relacionadas com a tarefa proposta. Segundo
Ponte, Brocardo e Oliveira (2016), as dificuldades apresentadas pelos alunos na
busca de estratégias que promova a formulacéo de conjecturas acontece porgue eles
ndo estdo habituados a trabalharem com Investigagdo Matematica, mas conforme as
aplicacdes das atividades as relacfes matematicas sdo estabelecidas, testadas e

validadas.

5) Como o grupo registrou as conjecturas e conclusbes? Encontrou

dificuldades? Justifique.

A maioria dos alunos respondeu que os registros foram feitos mediante
descricdo da estratégia que utilizaram para formular conjecturas. Esta descricéo foi
registrada de forma escrita em um caderno de campo providenciado pelo professor
para cada grupo. Além disso, destacaram que a estratégia mais utilizada foi a
simulagdo de varias situacbes envolvendo os dados das tarefas mediante a
exploracdo dos conceitos de taxa de variacdo, maximo e minimo. As simulacdes por
meio dos testes com valores diferentes, possibilitaram a reflexdo do comportamento
da situacao explorado conforme a variacdo dos itens apresentados. Segundo Ponte,
Brocardo e Oliveira (2016) o registro das estratégias é fundamental para a reflexao do
sentido l6gico das conjecturas formuladas, pois € um momento onde os alunos
apresentam suas ideias para a discussdo do grupo, e a partir dai a reformulacédo e
refinamento dessas ideias produzirdo relacdes matematicas imbricadas com o

conteuido explorado.

6) O que vocé achou do momento das discussdes em grupo para construgao

de conhecimentos e aprendizagem? Justifique.

Em relacdo a essa questdo, a maioria dos alunos destacou que tiveram
dificuldades na primeira tarefa. Entretanto, elogiaram a produtividade da interacao dos
grupos que ocorreu no decorrer das aulas. Salientaram a importancia da socializacao

dos resultados porque cada grupo apresentava suas conclusdes e as discussdes
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oriundas desta socializacdo auxiliava na validacdo dos resultados. A socializacéo foi
0 momento em que cada grupo apresentou suas conjecturas e as estratégias
utilizadas para encontra-las, esse momento € fundamental para os discentes
conhecerem os resultados dos outros grupos. Desta forma, os alunos demonstraram
gue as discussdes em grupo sao fundamentais para a producdo de novos

conhecimentos e desenvolvimento da aprendizagem de forma eficaz.

Tanto Magalhdes e Varizo (2016) quanto Ponte, Brocardo e Oliveira (2016)
valorizam bastante o momento das discussfes, pois, é a ocasidao em que os alunos
compartilham posicionamentos, inquietudes, duvidas e criatividade em busca da
producao de conhecimentos que sdo colocados a prova, e cada componente do grupo
defende seu ponto de vista. Além disso, na apresentacao final, as conjecturas
aprovadas em grupo sao apresentadas para toda a turma, e testadas por todos os
grupos. Portanto, o trabalho em sala de aula mediado pela metodologia Investigagéo
Matematica, demonstra que motiva, instiga e desafia os alunos a atuarem como
protagonistas do desenvolvimento de sua aprendizagem e contribui para a formacéao
de professores comprometidos com a construgdo autbnoma de conhecimentos, visto
que, os alunos que participaram deste trabalho s&o futuros professores de

Matematica.

Analisando os resultados apresentados durante o desenvolvimento das tarefas
investigativas e as respostas dos alunos sobre o uso desta metodologia, vale salientar
gue os grupos discutiram, buscaram alternativas para encontrar relagdes matematicas
de acordo com a tarefa proposta, formularam conjecturas debatendo o significado das
mesmas e expressaram que esse tipo de atividade auxiliou no estudo de derivadas.
Assim, posso inferir que trabalhar com tarefas investigativas contribuiu com o ensino
de derivadas de forma dinamica e eficaz, pois os alunos forma agentes ativos do

processo.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho foi realizado com o objetivo de analisar estratégias e
conjecturas elaboradas pelos alunos da disciplina de Calculo |, do curso de
Licenciatura em Matematica, ao utilizarem tarefas investigativas envolvendo
derivadas. O desenvolvimento das tarefas investigativas em sala de aula, demonstrou
gue a utilizacdo da metodologia Investigacdo Matematica proporciona a construcao
de conhecimentos matematicos fundamentado na interacdo do professor com o0s
alunos. Aliado a isso, o educador é agente fundamental para instigar os alunos a
buscarem possibilidades e padrdes na formulacéo de conjecturas que sdo testadas e
validadas por meio de discussdes e apresentacdo dos resultados (PONTE,
BROCARDO, OLIVEIRA, 2016).

Durante o desenvolvimento das tarefas propostas os alunos demonstraram
mudancas relacionadas com a motivacao, interesse e compromisso na busca da
construcdo de conhecimentos mateméticos com autonomia. Além disso, a partir da
observacéo constante dos grupos, percebi que a atitude de buscar estratégias no
estabelecimento de relacbes matematicas apresentada pelos alunos favoreceu a

melhoria no desempenho dos aspectos cognitivos.

Como os participantes ainda n&o tinham trabalhado com Investigagéo
Matemética, no primeiro momento apresentaram dificuldades e ndo relacionaram as
atividades com derivadas. E importante salientar que o surgimento de dificuldades no

inicio do uso de tarefas investigativas é algo natural, mas no decorrer do
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desenvolvimento da intervencdo pedagdgica, os alunos foram ganhando confianca e
destacaram conceitos envolvendo derivadas com taxa de variacdo, maximos e

minimos de fungdes.

Destacando a minha experiéncia neste processo, enfrentei dificuldades para
compreender a esséncia do trabalho investigativo em sala de aula, principalmente na
elaboracdo das tarefas que foram trabalhadas com os alunos. Isto ocorreu porque
este tipo de trabalho nao fazia parte do meu cotidiano de sala de aula como docente,
visto que, era muito pautado em aulas expositivas seguidas da resolucéo de
exercicios. Desta forma, a Investigacdo Matematica possibilitou a reflexdo de sair da
zona de conforto, onde Ponte, Brocardo e Oliveira (2016) destacam que o professor €
desafiado a instigar os alunos usando a ferramenta interrogativa e, os discentes sao
provocados a buscar afirmacfes que sdo comprovadas durante todo o0 processo
investigativo. Além disso, vale salientar que as tarefas investigativas nao foram

totalmente abertas, mas foi o inicio deste tipo de atividades para os alunos.

Um outro momento que observei, foi o destaque dos alunos em relacédo ao
tempo para investigar e discutir cuidadosamente as tarefas executadas. Para eles,
algumas atividades precisam de mais tempo para serem exploradas a partir de varias
regularidades que séo essenciais a determinacdo de conjecturas. Segundo Ponte,
Brocardo e Oliveira (2016) a disponibilizacdo de tempo nas tarefas investigativas é
fundamental para o aluno procurar regularidades, formular conjecturas, testar e

validar.

No decorrer dos sete encontros realizados, conforme o0s resultados
apresentados pelos alunos e a interacdo que acontecia na sala de aula, percebi que
a minha compreensao a respeito da Investigacdo Matematica se modificava, visto que,
entendi que esta metodologia convida os alunos assumirem o papel de serem
protagonistas na sua aprendizagem, e o professor um agente mediador ativo que
participa o tempo todo do processo, instigando, motivando e possibilitando a
investigacdo por meio de perguntas quando percebe que os alunos nao estao
produzindo. Também observei que a confian¢a dos alunos aumentava, motivada pelas
estratégias que utilizavam e conjecturas que formulavam, bem como pelo entusiasmo
gue demonstravam nas discussdes em grupos e na apresentacdo dos resultados.

Desta forma, o desenvolvimento de tarefas investigativas em sala de aula € produtivo
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e auxilia na busca da construcao e do entendimento de que saber matematica € fazer
matematica (POLYA, 1975). Trabalhar na perspectiva dos fundamentos da

investigacdo é encarar o desafio de fazer matemética.

Percebi que utilizar esta metodologia nas aulas de Matematica desafia o aluno
a testar sua criatividade, o seu saber matematico acumulado e a capacidade de agir
como investigador e matematico, sendo o principal agente do processo de construcéo
de sua aprendizagem. Desta forma, o professor deve pensar na elaboracéo de tarefas
investigativas diferenciadas.

7 7

Uma contribuicdo que também ¢é relevante destacar, € que durante o
desenvolvimento de tarefas investigativas, os resultados construidos pelos alunos
podem surpreender o professor. Segundo Ponte, Brocardo e Oliveira (2016) as
respostas apresentadas pelos alunos podem surpreender o professor, visto que,
durante a realizacéo de trabalhos investigativos, o professor pode ser surpreendido
por conjecturas validadas que nao tinha pensado. Isto ocorreu durante a realizacao
da tarefa 5, visto que um grupo perguntou ao professor se poderia utilizar o Excel para
investigar as dimensfes de uma caixa que torna o custo o minimo possivel. Esta
atitude dos alunos chamou minha atencéo, pois em momento algum falamos sobre
recursos tecnologicos. Esta acdo descreve a iniciativa dos alunos de buscar

alternativas para conquistar os objetivos.

O desenvolvimento das tarefas investigativas podera contribuir com a formacéo
destes futuros professores de matematica, porque esta metodologia valoriza a
iniciativa e a criatividade do aluno, proporcionando ao professor atuar como um
mediador que provoca o tempo todo os discentes a agirem como investigadores. Isso
foi corroborado pelo posicionamento do grupo A5 durante a Ultima tarefa
desenvolvida. O grupo salientou que “as atividades de investigacéo dao liberdade para
a gente buscar alternativas através de varios testes de maneiras diferentes, entdo nao
precisa decorar uma formula, a gente consegue entender investigando varias
situacdes que ajuda a chegar nas respostas”. Destacaram também que a Investigacéo
Matemética auxiliou a desenvolver suas habilidades matematicas de forma dindmica
e criativa com liberdade para formular conjecturas sem se prender a formulas prontas
como ponto de partida, e esta capacidade eles desempenharam com sabedoria ao

formular conjecturas, testa-las e justifica-las.
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Mediante a exploracéo das cinco tarefas desenvolvidas foi alcan¢cado o primeiro
objetivo: explorar tarefas investigativas que instiguem os alunos a formular conjecturas
sobre derivadas envolvendo taxa de variagdo, maximos e minimos de funcdes.
Durante a realizagéo dessas tarefas, os alunos demonstraram evolucao na formulagao
de conjecturas conforme as tarefas eram desenvolvidas e, a partir dos testes as
mesmas foram justificadas e validadas, e com isso, foi alcancado o segundo obijetivo:
descrever as estratégias e conjecturas elaboradas pelos alunos durante o
desenvolvimento das tarefas investigativas propostas.

As principais estratégias utilizadas pelos alunos foram: o uso de diferentes
representacdes simbodlicas e numéricas para resolver as tarefas propostas como
construcdo de quadros, desenhos, e modelos matematicos para simular situacdes
relacionadas com taxa de variacdo, maximos e minimos de fun¢ées de acordo com o
enunciado de cada tarefa investigativa. Também foi utilizado o Excel para testar
conjecturas formuladas, e por meio destas estratégias os alunos produziram conceitos
sobre derivadas, destacando as ideias de limite por meio da aproximacao de um valor
pela direita e pela esquerda que tende para um parametro maximo ou minimo. Estas
conjecturas foram validadas na discussao dos grupos e na apresentacéo final para a
turma. Para Ponte, Brocardo e Oliveira (2016) o desenvolvimento de varias estratégias
de cunho investigativo aprimora nos alunos a habilidade de formular conjecturas. Isto
pode ser observado nos resultados desta investigacdo, uma vez que 0 uso de
diferentes estratégias e a formulacdo de conjecturas, de uma atividade para a outra,

foram sendo construidos com mais refinamento.

Saliento também a percepcdo que os alunos adquiriram em relacdo a
importancia de registrar as estratégias que adotavam para produzir os resultados, isto
€, a escrita com detalhes de como pensaram e agiram para a resolucdo das tarefas
propostas. No inicio as dificuldades em encontrar estratégias de escrita incomodavam
0s proprios alunos, mas com as orientacdes constantes do professor e as discussées
durante todo 0 processo investigativo, 0s grupos compreenderam que a escrita deste
contexto € fundamental para a legitimidade da construcdo de conhecimentos
matematicos. A identificacdo dessas dificuldades foi o alcance do terceiro objetivo:
identificar dificuldades e avancos dos alunos no decorrer da exploracéo de tarefas

investigativas.
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Os resultados destacam indicios de que houve construcdo do conhecimento
em relacéo ao tema derivadas, em particular no ambito de taxa de variagdo, maximos
e minimos de fungBes. Outro avanco, no decorrer da exploracdo de tarefas
investigativas no estudo de derivada, foi que os alunos por meio das simulacdes
produzidas destacaram conceitos da ideia de limites. Ademais, as aplicacdes de
derivadas como nos exemplos da minimizacdo de custo da construcdo de caixa
d’agua e também as dimensdes de um terreno que produza a area maxima a partir de
um perimetro estabelecido, possibilitou fomentar a tomada de deciséo, pois tiveram

gue decidir os resultados para as situacdes propostas, em grupo.

Por fim, em relacdo a questdo proposta neste trabalho - que estratégias e
conjecturas os alunos da disciplina de Calculo I, de uma turma de licenciatura em
Matematica, elaboram na exploracdo de tarefas investigativas no estudo de
derivadas? - os resultados apontaram que os alunos utilizaram como estratégias
representacdes simbdlica e numérica mediante a exploracéo de simulacdes, quadros,
modelos matematicos e o Excel para formularem conjecturas relacionadas com o0s

conceitos de derivada.

Mediante os resultados apresentados, posso inferir que a metodologia de
Investigacdo Matematica tem potencial para contribuir com os processos de ensino
de matematica em sala de aula, visto que, além de aperfeicoar os conhecimentos
acumulados pelos alunos na caminhada escolar, aguca-os a construirem novos
conceitos matematicos indispensaveis a formacgéo educacional e profissional. Saliento
gue, minha pratica docente mudou, visto que, desde o desenvolvimento deste trabalho
gue ocorreu nos meses de abril e maio, ja explorei em sala de aula outros trabalhos
utilizando tarefas investigativas. Destaco que, por exemplo, em julho, apresentei no
evento do Xl ENEM em Cuiaba os resultados de uma prética pedagdgica por meio
de Investigacdo Matematica que executei em projeto de nivelamento com alunos do
Curso de Matematica da UEA, e esses resultados serdo publicados nos Anais deste

evento em forma de um artigo cientifico.

Portanto, pretendo realizar trabalhos futuros envolvendo tarefas investigativas
na sala de aula para ampliar meus conhecimentos sobre esta tendéncia e contribuir
com o ensino de outros conteudos, e dessa forma, fomentar a formacé&o profissional

de futuros professores de matematica enquanto professor universitario. Além disso,
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em meus proximos trabalhos com esta tendéncia, pretendo utilizar ferramentas
tecnolégicas como softwares e aplicativos, porque acredito que aliadas aos
fundamentos da Investigacdo Matemética contribuirdo com os processos de ensino e

de aprendizagem de Matemaética.
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APENDICES

APENDICE A — Termo de concordancia da instituicdo de ensino.

Ao senhor Diretor do Centro de Estudos Superiores de Tefé — CEST da Universidade
do Estado do Amazonas — UEA.

Eu, Carlos José Ferreira Soares, aluno regularmente matriculado no Curso de
Pos-graduacéo Stricto Sensu, Mestrado Profissional em Ensino de Ciéncias Exatas
da Universidade do Vale do Taquari (UNIVATES) e Lajeado, RS, venho solicitar a
autorizacdo para coletar dados neste estabelecimento de ensino, para a realizagéo de
uma atividade referente & minha pesquisa de mestrado intitulada: “Atividades
Investigativas no Ensino de Derivadas em uma turma de Licenciatura em
Matematica”, tendo como objetivo geral: analisar as estratégias e conjecturas que 0s
alunos da disciplina de Calculo | de uma turma de licenciatura em Matematica

elaboram ao utilizarem atividades investigativas envolvendo derivadas .

A investigacao sera realizada no primeiro semestre de 2019 com os alunos do
2° periodo do Curso de Licenciatura em Matemética durante os horarios da disciplina

Célculo I, que sera ministrada pelo pesquisador do presente trabalho.

Agradeco a disponibilidade e pelo presente termo, peco que autorize a
realizacdo da pesquisa e o uso do nome do Centro de Estudos Superiores de Tefé —
CEST/UEA.

Tefé — AM, de de 2019

Diretor do Centro de Estudos Superiores de Tefé — CESTE/UEA

Carlos José Ferreira Soares
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APENDICE B — Termo de Consentimento Livre Esclarecido.

Pelo presente Termo de Consentimento Livre Esclarecido, e como aluno do 2° periodo
do Curso de Licenciatura em Matematica, declaro esta ciente que participarei como
voluntario da pesquisa: “Atividades Investigativas no Ensino de Derivadas em
uma turma de Licenciatura em Matematica”, sob a responsabilidade do
pesquisador Carlos José Ferreira Soares e sob a orientacdo da professora Dr. Marli
Teresinha Quartieri. Este trabalho esta pautado nos seguintes objetivos: analisar as
estratégias e conjecturas que os alunos da disciplina de Calculo | de uma turma de
licenciatura em Matematica elaboram ao utilizarem atividades investigativas
envolvendo derivadas; explorar atividades investigativas que desafiem os alunos a
formarem conjecturas sobre derivadas enfocando taxa de variagdo, maximo e minimo;
destacar as estratégias e conjecturas construidas pelos alunos durante o
desenvolvimento das atividades investigativas propostas; identificar as dificuldades e
as possibilidades de aprendizagem apresentadas pelos alunos ao trabalhar com
atividades investigativas. Os resultados deste trabalho gerados mediante a exploracéo
de imagens, gravacfes de audio, as informacgfes registradas pelos participantes e
pelos pesquisadores poderdo ser apresentadas em eventos e publicados em
periédicos regional, nacional e internacional. Desta forma, todos aos resultados

ficardo disponivel a comunidade que se interessar e a instituicao.

Diante disto, o presente documento esta pautado no compromisso ético dos
pesquisadores em garantir que os dados e os resultados desta pesquisa seréao
tratados de acordo com os principios éticos de uma pesquisa de cunho cientifico. Além

disso, serei esclarecido (a) em qualquer aspecto da pesquisa que desejar.

Nessas condi¢cfes declaro que estou ciente da abordagem do presente termo,
e externo que estou a disposicdo em participar deste trabalho de pesquisa de

mestrado como voluntario (a).

/ /
Assinatura do (a) discente Participante Data
/ /

Carlos José Ferreira Soares — Mestrando Data
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APENDICE C

Questionario

1. A Investigacdo Matematica ja tinha sido utilizada em aulas anteriores?

()Sim () Néo

2. Vocé achou interessante a metodologia utilizada? Justifique.

( )Sim () Néao

3. As tarefas investigativas propostas Ihe ajudaram a compreender o conceito de
derivada? Justifique.

() Sim () Ngo

4. Descreva 0s aspectos positivos em relacdo ao uso da Investigacdo Matemética.

5. Como o grupo registrou as conjecturas e conclusdes? Encontrou dificuldades?

Justifique.

6. O que vocé achou do momento das discussdes em grupo para construcao de

conhecimentos e aprendizagem? Justifique.




