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RESUMO

A derivada € um dos conceitos fundamentais na aprendizagem da matematica
universitaria, sendo suporte na construcdo de outros conceitos mais avancados.
Resultados da literatura nacional e internacional tém apontado que alunos tém
apresentado dificuldades no aprendizado desse conceito que, em sua maioria, estao
relacionadas a falta de compreensao conceitual. Neste sentido, a presente pesquisa,
de cunho qualitativo, vinculada ao Programa de Pés-graduacdo em Ensino de
Ciéncias Exatas da Universidade do Vale do Taquari — UNIVATES, alicercada em
estudos sobre a importancia do uso de tecnologias computacionais em situacdes de
ensino e aprendizagem de Matemética e de Calculo, teve por objetivo desenvolver
uma intervencdo pedagogica para o0 ensino de derivadas através de atividades
desenvolvidas com apoio do software Desmos, a fim de verificar as possiveis
potencialidades do uso dessa ferramenta para as diferentes abordagens da Derivada.
Durante o estudo, foram coletados dados por meio do registro das respostas das
atividades realizadas pelos alunos (em papel), questionario de avaliagdo da proposta,
audios, fotos e diario de campo da pesquisadora. A intervencao foi desenvolvida em
forma de Oficina Pedagdgica junto a um grupo de alunos do curso de Licenciatura em
Matematica de uma Instituicdo de Ensino da rede particular do Estado do Rio Grande
do Sul. A andlise de episddios indica que o uso de um ambiente informatizado pode
contribuir para que os alunos se tornem mais ativos frente ao processo de ensino e
de aprendizagem, sintam-se instigados a pensar, experimentar e testar aquilo que
muitas vezes lhe é transmitido como um conhecimento pronto e acabado, também,
sintam-se motivados a participarem e trocarem ideias, fazendo com que ocorra a
socializacdo do conhecimento em construcdo. Como potencialidades do uso do
software Desmos destacaram-se a visualizacdo e a experimentacédo proporcionados
através da manipulacdo dos graficos, construcdo de tabelas, marcacao e selecéo de
pontos, que foram mediados pelas atividades propostas e possibilitaram a
compreensao da derivada de modo mais enriquecedor, principalmente em seus
aspectos geométrico e grafico.

Palavras-chave: Derivada. Ensino. Desmos.



ABSTRACT

The derivative is one of the fundamental concepts in the learning of university
mathematics, being supported in the construction of other more advanced concepts.
Results from the national and international literature have pointed out that students
have presented difficulties in learning this concept, which, for the most part, are related
to a lack of conceptual understanding. In this sense, the present qualitative research,
linked to the Postgraduate Program in Teaching of Exact Sciences of the University of
Vale do Taquari - UNIVATES, based on studies on the importance of the use of
computational technologies in situations of teaching and learning of Mathematics and
Calculus, wasaimed to develop a pedagogical intervention for the teaching of
derivatives through activities developed with the support of the software Desmos, in
order to verify the potential of the use of this tool for the different approaches of the
Derivative. During the study, data were collected by recording the responses of the
activities carried out by the students (in paper), the proposal evaluation questionnaire,
audios, photos and field diary of the researcher. The intervention was developed in the
form of a Pedagogical Workshop with a group of students of the Licenciatura degree
in Mathematics of a Teaching Institution of the private network of the State of Rio
Grande do Sul. The analysis of episodes indicates that the use of a computerized
environment can help students become more active in the processes of teaching and
learning, feel encouraged to think, experiment and test what is often passed on to them
as a ready and finished knowledge, also, feel motivated to participate and exchange
ideas, causing the socialization of knowledge under construction to occur. The
visualization and experimentation provided through the manipulation of the graphs, the
construction of tables, the marking and selection of points, which were mediated by
the proposed activities, enabled the understanding of the derivative in a more enriching
way, in its geometric and graphic aspects.

Keywords: Derivative. Teaching. Desmos.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho, vinculado ao Programa de Pos-graduagcdo em Ensino de
Ciéncias Exatas da Universidade do Vale do Taquari — UNIVATES, e alicercado em
estudos sobre a importancia do uso de tecnologias computacionais em situacdes de
ensino e aprendizagem de Calculo Diferencial, visa propor e investigar uma
abordagem alternativa para o contetudo de derivadas, utilizando o software Desmos
como ferramenta de apoio para o desenvolvimento das atividades propostas, em
forma de Oficina Pedagdgica direcionada a alunos de Licenciatura em Matematica,

gue cursam ou ja cursaram a disciplina de Calculo Diferencial e Integral I.

A motivacao de trabalhar com esse tema é decorrente de inquietacdes surgidas
no decorrer de minha formacao académica, principalmente na graduacdo, como a
quantidade expressiva do uso de técnicas para o ensino dos conceitos elencados na
disciplina de Calculo Diferencial e Integral, o que me levou a questionar a
aplicabilidade destes conteudos. E também questionamentos surgidos ao
acompanhar o trabalho de meu esposo como professor de disciplinas relacionadas a
area de Matematica em cursos de graduacédo de uma Universidade Federal do RS,
principalmente, da disciplina de Calculo Diferencial e Integral, considerando o baixo
desempenho e aproveitamento dos alunos e a dificuldade destes em compreender o

conteudo - conceito de derivada - considerado base da disciplina citada e de outras.
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Estas inquietagbes me levaram a estudar e analisar o conceito de derivada de
modo mais minucioso, pois quando questionada sobre o conceito e suas defini¢des,
percebi que ndo tinha dominio ou conhecimento suficiente sobre sua base conceitual,
percebendo deste modo, a necessidade de ampliar meus conhecimentos e buscar
modos de facilitar seu ensino e proporcionar melhoras em seu aproveitamento nos

cursos de Calculo Diferencial e Integral.

Diante deste cenéario, no ano de 2016 retomei a conclusdo de minha
especializacdo em TIC'’s aplicadas a Educacao, pela Universidade Federal de Santa
Maria, na modalidade Ead, e em 2017 iniciei 0 mestrado mencionado. Programas que
oportunizaram a reflexdo e a busca por metodologias e recursos que pudessem

contribuir para a aprendizagem do conceito de Derivada.

Definido o tema de trabalho, tanto para a especializacdo quanto para o
mestrado, e acreditando que o uso de tecnologias pode favorecer um ambiente mais
dindmico, motivador e capaz de promover melhor a compreensdo de conceitos
matematicos, optamos pela busca e selecdo de um software, como recurso facilitador
na aprendizagem do conceito derivada como inclinagdo da reta tangente a um ponto,
taxa de variacao instantdnea e a analise do comportamento de func¢des através do

grafico da funcéo derivada.

Apos leituras de aprofundamento tedrico acerca de tecnologias computacionais
para o ensino de Calculo Diferencial e Integral, notou-se que alguns softwares ja vém
sendo explorados h& muito tempo. Percebeu-se, entdo, a oportunidade associada a
necessidade de testar algo novo, que explorasse gréaficos e que fosse de facil acesso
€ manuseio, pois muitos softwares requerem um aprofundamento maior referente a
seus comandos e programacao, o que muitas vezes pode prejudicar o andamento das
atividades e da aula, além de pouco favorecer o seu uso devido a falta de tempo dos

professores para realizar um aprofundamento sobre a tecnologia a ser utilizada.

Nesse sentido, como resultado da pesquisa inicial sobre os softwares,
encontrou-se o software Desmos, ainda pouco conhecido e explorado, mas que
mostrou potencial para uso em atividades de exploragdo de funcdes e graficos, em
um trabalho de dissertacéo de Olmo (2016) da Universidade Internacional de La Rioja,
na Faculdade de Educacédo, de Madrid, em 2016. Em busca por mais informacdes
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sobre o Desmos e por meio da interagdo com suas ferramentas, foi possivel perceber
que seus comandos sao acessiveis, de facil compreensdo e manuseio. Ainda,
verificou-se que ele tem Otima saida de graficos, permite explorar o grafico de
derivadas e demais funcdes, possibilita a construcéo de tabela de valores e marcacéo

de pontos, sendo que mais detalhes do software podem ser encontrados no Anexo A.

Ademais, o recurso, além de ser gratuito, pode ser acessado em qualquer
dispositivo que esteja on-line, ou utilizado como aplicativo em modo off-line,
apresentando a vantagem de nao requer a sua instalacdo ou condicionar a
necessidade de cadastro. Os fatores citados foram decisivos na selecao do software

para o desenvolvimento do projeto de intervencgao.

Segundo Marin (2009), o uso de recursos computacionais, como softwares, nas
aulas de Calculo pode contribuir para a abordagem conceitual, além de expandir
possibilidades de trabalho com diferentes abordagens e representacdes algébricas e
geomeétricas, de modo rapido e articulado. O autor também afirma que a tecnologia
possibilita a organizacdo de situacdes pedagodgicas com maior potencial de

aprendizagem.

Desse modo, observando que as tecnologias séo atrativas e estdo presentes
em nosso dia a dia, oferecendo a possibilidade de exploracdo de varias formas de
representacbes como a algébrica, tabular, grafica e simbdlica para o conceito de
derivada, essa pesquisa vem propor uma intervencao com uso do software Desmos,
baseada na seguinte questdo de pesquisa: “Como o uso do software grafico
Desmos e as atividades poderao influenciar nas diferentes abordagens do
conceito da Derivada? ”

O objetivo principal desta pesquisa € investigar as potencialidades do uso do
software grafico Desmos para o ensino e a aprendizagem de Derivadas, tendo como
publico alvo alunos de um Curso de Licenciatura em Matematica de uma Instituicao
de Ensino Privada do Estado do Rio Grande do Sul, sendo a intervencéo aplicada em

formato de Oficina Pedagdgica durante a Semana académica do Curso.

Como obijetivos especificos, a pesquisa pretende:
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e Desenvolver uma proposta de intervencdo para o ensino e a
aprendizagem de Derivadas com auxilio do software Desmos;

e Promover a integracao dos aspectos graficos, algébricos e geométricos
do conceito da Derivada;

e Verificar as potencialidades do software Desmos para exploracdo do

conceito de Derivada.

A utilizacao da Oficina Pedagdgica no ensino de derivadas pode promover 0s
objetivos almejados no que tange a compreensdo do conceito da derivada e suas
interpretacdes, pois, segundo Vieira e Volquind (2002), trata-se de uma metodologia
fundamentada na realizacdo de tarefas coletivas, por meio da promocao de
investigacdo, acdo e reflexdo, de modo a integrar conhecimentos tedricos a sua

aplicacao.

Além disso, de acordo com Castellano e Coco (2006), as oficinas pedagdgicas
propéem que professores e alunos trabalhem juntos, sem que haja uma dicotomia
hierarquica de papéis, haja vista que o conhecimento ndo é repassado do professor
para o aluno, mas € construido pelo aluno no decorrer do processo de ensino e

aprendizagem, 0 que ressalta sua importancia no contexto de aplicagéo.

No desenvolvimento desta pesquisa, considerou-se o0 uso de recursos
computacionais como ferramentas educacionais, as quais precisam ser vistas como
apoio, como meios, que permitem realizar atividades de aprendizagem de forma
diferente das empregadas anteriormente (POZO, 2004), possibilitando a criacao de
situacdes de aprendizagem ricas, complexas e diversificadas, proporcionando a

melhora na qualidade de ensino e de aprendizagem.

Para tanto, como ja referendado, realizou-se uma intervencdo pedagdgica
com alunos matriculados no curso de Licenciatura em Matematica de uma
Universidade Particular do Estado do RS. A intervencéo foi desenvolvida durante duas
noites, com duracao de quatro horas/aula por noite. Na ocasido da intervencéo, os
alunos receberam guias contendo atividades, acessavam o software Desmos,
analisavam os graficos ja elaborados no software pela autora e realizavam as
atividades propostas. Em seguida, ocorria a discussdo sobre as atividades
desenvolvidas, buscando, deste modo, a integracdo e socializacdo dos conceitos e

teoremas estudados.
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Dando continuidade, ao final da Oficina aplicou-se um questionario aos
alunos, cujo foco foi a aprendizagem do conteddo com auxilio do software Desmos, e
também para que avaliassem aspectos do uso do software relacionadas a possiveis
contribuicdes de seu uso para a aprendizagem do conceito, segundo a opinido dos

mesmos.

Em relacdo a metodologia utilizada para realizacéo desse estudo, aportou-se
a de cunho qualitativo, de carater exploratorio. Os instrumentos para coleta de dados
constaram de um questionario impresso, audios e as atividades impressas realizadas

pelos alunos, além do diario de campo da pesquisadora.

Concretizadas as consideracdes iniciais, destaca-se que esta dissertacéo
esta vinculada a linha de pesquisa de Tecnologias, metodologias e recursos didaticos
para o ensino de Ciéncias e de Matematica. Sua composicdo compreende cinco
capitulos, de modo que o capitulo da introducéo, ora apresentado, aborda o problema
de pesquisa - que estimulou a realizac&o deste trabalho - e o contexto em que ele se

insere, assim como 0s objetivos da pesquisa.

O segundo capitulo apresenta a Abordagem Tedrica, com uma revisao de
literatura dividida em quatro secdes. Na primeira se¢cdo apresenta-se 0 estudo da
derivada, trazendo-se, na segunda, uma reflexdo sobre os principais problemas e
dificuldades enfrentados no processo de ensino e aprendizagem do conceito de
derivada, a fim de elencar as principais causas e os fatores relacionados a dificuldade
de compreensdo do conceito. Na terceira secao segue o estudo referente ao uso de
recursos computacionais para o ensino e aprendizagem em Matematica e em Célculo,
uma vez que esse estudo foi norteador para o desenvolvimento do presente trabalho.
J& na quarta secdo segue uma pesquisa teérico—bibliogréfica, realizada com intuito
de se conhecer o0 que esta sendo produzido e investigado em relacdo ao tema
“Derivada”, com base em um levantamento de artigos completos publicados no Portal
de Periddicos da CAPES, no periodo de 2011 a 2016, elencando-se as principais

teorias, recursos e metodologias utilizadas nessas pesquisas.

O terceiro capitulo - Procedimentos Metodolégicos - apresenta as
caracteristicas da pesquisa, 0 universo e a amostra pesquisados. No quarto capitulo
- Descricao e Analise da Intervencéo Pedagdgica -, ocorre o relato dos dois encontros

realizados junto aos alunos do curso de licenciatura em Matematica e efetua-se a
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apresentacao dos resultados que emergiram da pesquisa. No quinto e ultimo capitulo,
tecem-se as Consideragdes Finais do estudo, destacando-se as conclusdes e

implicacdes da Intervencdo Pedagdgica desenvolvida.
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2 ABORDAGEM TEORICA

No presente capitulo apresentam-se 0s pressupostos tedricos que norteiam
esta dissertacao, o que é realizado em quatro se¢fes assim definidas: o estudo da
derivada; problemas e dificuldades enfrentados no ensino e aprendizagem de
derivadas; o uso de recursos computacionais no ensino e aprendizagem de
Matematica e em Caélculo Diferencial e Integral; e mapeamento das pesquisas

realizadas sobre derivadas nos ultimos 6 anos.

Inicialmente cabe discorrer sobre o conceito de derivada, considerado um dos
conceitos fundamentais do Célculo, motivo pelo qual seu estudo esta presente no
curriculo de diversos cursos de graduacdo, inserido em disciplinas relacionadas ao
Calculo, devido a sua aplicabilidade em diversas situacfes do cotidiano relacionadas

ao movimento e a taxa de variacao, por exemplo.

A derivada € um conceito que pode ser explorado por meio de diferentes
representacdes ou focos, como: inclinag&o da reta tangente a uma curva em um ponto
dado; derivada como taxa de variagdo instantanea; e também, abordagem ao estudo
do comportamento de func¢des através da derivada e problemas de maximizacéo e

minimizacao.
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Na sequéncia, o uso de tecnologias para o ensino e a aprendizagem de
Matematica sera abordado levando-se em consideracdo o contexto da Educacgéo
Matematica e a disciplina de Célculo Diferencial e Integral, a qual pertence o conteudo

de derivadas.

Para concluir o referencial tedrico, apresenta-se um mapeamento de estudos
realizados sobre as derivadas, efetuado no portal de periddicos da Capes, por meio
da analise de artigos completos publicados nos ultimos seis anos, no qual busca-se

levantar as teorias e metodologias utilizadas até o momento.

2.1 O estudo da derivada

A taxa de variacdo instantanea, a inclinacao da reta tangente, a derivada como
limite e a fungéo derivada sao as diversas interpretacdes do conceito de derivada. No
entanto, o que atualmente vem sendo questionado pelos pesquisadores é se 0s
universitarios e também futuros professores tém conseguido compreender e aplicar
esse conceito em suas diversas interpretacdes (PINO-FAN, GODINO e FONT, 2015).
O que se tem diagnosticado tanto a nivel nacional quanto internacional € a falta de

compreensao e conexao entre estas interpretacdes e suas aplicagdes.

No que se refere especificamente a derivada, alguns trabalhos mais recentes
desenvolvidos destacam que: hd um ensino que prioriza, em geral, processos de
construcédo e avaliacdo formal, em que os alunos derivam, integram e calculam limites,
sem serem capazes de dar um sentido mais amplo as noc¢bes envolvidas, pois
priorizam somente o0 aspecto algébrico do conceito (JUNQUEIRA; MANRIQUE, 2015;
VRANCKEN; ENGLER, 2014).

Os alunos também apresentam dificuldade em relacionar os aspectos
analiticos aos graficos da funcdo e suas derivadas (PINTO; VIANNA, 2012;
SANCHEZ- MATAMOROS et al., 2013), demonstrando que o processo de ensino tem

priorizado mais o estudo algébrico do que o estudo gréafico do conceito de derivada.

Frente a esse cenario, a presente subsecéo foi elaborada com o objetivo de

apresentar o estudo do conceito de derivada em seus aspectos geomeétrico e grafico,
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bem como alguns exemplos de aplicagdo em diferentes areas, embasados na
literatura de Anton (2000), Euclides (2009), Flemming (2006), lezzi (2000), Stewart
(2016), Sviercoski (1999), contribuindo, deste modo, para o aprofundamento tedrico

acerca do tema abordado neste trabalho.

Optou-se, primeiramente, por apresentar o conceito geometricamente, no qual
a derivada no ponto x = a de y = f(x) representa a inclinagcdo da reta tangente ao
grafico desta funcéo no ponto (a, f(a)), definida como o limite da inclinacao da reta
secante. A fungdo que a cada ponto x associa a derivada neste ponto de y = f(x) €

chamada de funcéo derivada de f(x).

Em relacdo a representacao grafica do conceito de derivada, apresenta-se a
analise do comportamento de uma funcéo por meio do gréafico da funcédo derivada, em
gue sao determinados os intervalos de crescimento e decrescimento da funcéo, bem

como 0s pontos criticos dela, avaliando sua concavidade.

Para findar a subsecdo, sdo selecionados alguns exemplos de aplicacdo
referentes ao conceito de derivada que demonstram a importancia e a relevancia do
estudo desse tema em diferentes cursos de graduacdo, de modo a ampliar o

conhecimento e possibilitar a interacdo entre conceito e aplicabilidade.

Derivada como inclinagéo da reta tangente a um ponto

Kendal (2001) realizou uma pesquisa por meio da qual destacou as
representacdes grafica, numérica e simbdlica do conceito de Derivada, conforme se
pode observar na Figura 1, mostrando que o desenvolvimento da nocdo desse
conceito esta intimamente ligado as habilidades de articulagdo entre suas

representacoes.
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Figura 1 — Mapa representac¢des da Derivada

MUNDO REAL
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dx

GRAFICA
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de uma curva como
uma linha reta

Inclinagdo da
tangente num ponto

]ITTI ;\("\ﬂ + }‘;) - ,f(-r]
= /|

Fonte: Kendal (2001, p. 47)

Em sua tese, a autora, através do uso de uma CAS? nas aulas de Célculo para
o Ensino Médio, descobriu que o uso de multiplas representacées do conceito de
Derivada é muito importante para o entendimento desse conceito, sendo que as partes

gréfica e simbdlica sdo muito Uteis e importantes para vincular e enfatizar o conceito.

Diante dessa importancia e relevancia comprovada das representagdes do
conceito, passa-se a abordar na sequéncia deste trabalho alguns dos conceitos que
estdo presentes na definicdo formal de derivada, como a equacao de uma reta, calculo
do coeficiente angular da reta, limite de uma funcdo para se chegar a exploracao

grafica do conceito de Derivada.

Inclinacdo ou Coeficiente Angular de uma Reta

Um dos problemas do Calculo Diferencial surgiu da necessidade de encontrar

a inclinagéo ou coeficiente angular de uma reta y=mx+b tangente a curva de uma

funcdo em um determinado ponto Xy. Para compreender esse processo, retomam-se

! Sistemas de Algebra Computacional
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alguns conceitos béasicos relacionados a reta, partindo da seguinte questdo: o que é

inclinagédo de uma reta?

Dada uma reta r, por exemplo, pode-se determinar pelo menos uma equagao

do tipo Ax+By+C=0, em que A, B e C sdo numeros reais, A0 ou B=0,
denominada equacéo geral da reta, a qual é satisfeita por todos 0s pontos P(x,y)

pertencentes a,.(IEZZI, 2000).

Se B#0, essa mesma reta pode ser representada da seguinte forma (IEZZI,
2000, p. 52):

Ax+By+C=0
By =—Ax-C

A C
=(—=)X+(—=
y=Cgix+(=35)

y=mx+b

A equagcdo y=mx+b € denominada equacdo reduzida da reta, na qual a

constante b chama-se coeficiente linear e representa a ordenada do ponto em que a

reta encontra o eixo Oy.

A constante M é chamada “coeficiente angular’ ou “inclinagdo da reta”, obtido
por meio do calculo da tangente trigopnométrica do angulo @ que a reta determina

com o sentido positivo do eixo 0X, como pode ser observado no Gréafico 1.

m = tan(a) com 0°< o <180°

Gréfico 1 — Angulo @ formado entre a reta e o eixo X.

A
¥y

oL

- -

Fonte: Elaborado pela autora
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Na trigonometria, define-se tangente de um angulo @ (tan(«)) como sendo o

guociente entre o cateto oposto a « e o cateto adjacente a « .

cateto oposto

tangente = _
cateto adjacente

Com m=tan(«), tem-se:

1° Caso
Grafico 2 — Angulo Agudo

[}

oA
i
AN
.
.
.
\

Se0°<a<90°entdom >0

(Funcao crescente)

3° Caso

Grafico 4 — Angulo Reto

A

&

Y

0 4 [

Se a =90°entdo taha nao é definida

m = A (ndo é funcéao).

2° Caso

Grafico 3 — Angulo Obtuso
A

oA
o
N
/
-
D
\

Se90°< a <180°entaiom <0

(Funcao decrescente).

4° Caso

Grafico 5 — Reta paralela ao eixo X
A

Y
\)

0 2 4 6

Se a=0=tana=0=>m=0

(Funcgéo Constante)

E possivel calcular a inclinagdo de uma reta quando dela se conhece: dois

pontos distintos; a equacéo geral; e a direcdo (por exemplo, sabe-se que a reta é

paralela a uma reta dada).
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Para calcular a inclinacdo o da reta conhecendo-se dois pontos distintos é

necesséario estabelecer algumas relagcbes. Logo, sendo f uma fungdo linear de
equacao y = f(x), cujo grafico € uma reta no plano X .Considere dois pontos P,(x,Y;)
e P,(x,,Y,), sobre areta e denote por AX a diferenca entre as coordenadas X desses
pontos (Ax=x,—% ), € por Ay a diferenca entre as coordenadas Yy desses pontos (
Ay =y, —y,). Sabendo que a tangente trigonomeétrica da inclinacdo « da reta € igual

ao coeficiente angular m tem-se:

m:tan(a):ﬂzgzu_

AX  AX X, =X

Observe-se através do Gréfico 6 que, por semelhanca de triangulos, qualquer

valor que seja 0 AX, encontra-se por correspondéncia da funcéo linear f valores para

. ~ Ay
Ay, tais que a relacdo m= Ey nao se altera.

Gréfico 6 — Coeficiente angular da reta através de dois pontos

}:' F 1

B(xy.1,)

y=f(x

Ay

L

Fonte: Elaborado pela autora

A . T L
A variacao A_y permite encontrar a mclma(;ao de uma reta, mas também é
X

utilizada para se encontrar a velocidade escalar média, que é o resultado da razéo

entre o espaco total percorrido e o tempo total gasto para realizagdo do percurso por
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. ~ AS
um corpo ou objeto, e pode ser expresso pela relacdo Vgy = e onde AS representa

0 espaco total percorrido e At 0 tempo gasto no percurso.

Vale recordar que uma grandeza escalar € aquela que seu valor numérico, junto
a unidade de medida, é o suficiente para expressar uma grandeza fisica. Por exemplo:
guando falamos que um carro viajou durante 4h e percorreu um trajeto de 350 km,

podemos estimar que sua velocidade escalar média foi de 87,5 km/h.

Limite de uma Funcéao

No ambito da aprendizagem, o conceito de limite também pode ser explorado

em trés representacoes:
1- Grafica

Em observacdo ao Grafico 7, considerando uma funcdo f(x), definida num
intervalo | , temos que o limite de f(x), quando X tende a a, é o nimero b, se para

todo ¢ >0, existir, em correspondéncia, um nimero o >0, de modo que x=a e
a—o<x<a+o—->b-e< f(X)<b+e. Assim, lim,_,, f(x)=b(STEWART, 2016).

Gréfico 7 — Limite de uma funcéo

J(x) ¢

b+e
b
b-¢

a—-o a g+ Xx

Fonte: Elaborado pela autora

2- Simbodlica
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Seja f uma funcao definida em algum intervalo aberto que contenha o nimero
aexceto possivelmente no proprio a, entdo diz-se que o limite de f(x) quando X

tende a a é L, e escrevemos (STEWART, 2016)

limf(x) =1L
x—>a
se para todo nimero ¢ >0 houver um nimero ¢ >0 tal que se 0<|x-a/<o entdo

f()-L<e.

3- Numérica
Pode-se analisar o limite pela representacdo numérica, por exemplo: Para

calcular o ling f(x) = x2 —x + 2, podem-se construir tabelas de valores como as
X—

apresentadas na Tabela 1, realizando as aproximagdes em torno de 2, pela sua direita

e esquerda.

Tabela 1 — Representacdo numérica do limite em um ponto

x S x f(x)
1,0 | 2,000000 3,0 | 8,000000
1,5 | 2,750000 2,5 | 5,750000
1,8 | 3,440000 2,2 | 4,640000
1,9 | 3,710000 2,1 | 4,310000
1,95 | 3,852500 205 | 4152500
1,99 | 3,970100 2.01 | 4,030100
1,995 | 3,985025 2.005 | 4,015025
1,999 | 3,997001 2,001 | 4,003001

Fonte: Elaborado pela autora

Logo, pela aproximacédo dos valores em torno de 2 pode-se determinar que o

limite da funcdo quando X tende a 2 é igual a 4.

Reta tangente a uma curva

Retomado o conceito de inclinagdo de uma reta, prossegue-se com 0 conceito
de reta tangente a uma curva, que foi um dos problemas que gerou muitos estudos

no desenvolvimento do Célculo Diferencial.
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Para iniciar, destaca-se a reta tangente a uma circunferéncia. Vale retomar o
conceito de tangente, palavra que provém do latim tangente e significa “que toca”.
Euclides (2009, p. 151), no Livro lll, define a reta tangente a um circulo como “uma

reta que, tocando o circulo e sendo prolongada, ndo o corta”.

Ainda no corolério 18, do Livro lll, o autor (2009, p. 168) demonstra que “caso
alguma reta seja tangente a um circulo, e, a partir do centro até a juncéo, seja ligada
alguma reta, a que foi ligada sera perpendicular a tangente”, conforme demonstrado

na Figura 2.

Figura 2 — Reta tangente a uma circunferéncia

tangente

raio \P

]
1
k

[
i
=

Fonte: Elaborado pela autora

Para curvas mais complexas esta definicdo é inadequada. Na Figura 3, por
exemplo, a reta r foi prolongada a partir do ponto A e interceptou a curva em outros
dois pontos. Pode-se afirmar que a reta r € tangente a curva no ponto A, mas néo
nos outros dois pontos B e C (ANTON, 2000).

Figura 3 — Reta tangente a curva no ponto A

Fonte: Elaborado pela autora.
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Para se obter uma definicdo de reta tangente que se aplique a demais curvas
que ndo sejam circulos, é preciso ver a reta tangente de outra maneira (ANTON,
2000).

Tome-se f como uma funcéo cujo grafico y= f(x) encontra-se representado

abaixo (Gréfico 8). Manifesta-se interesse em encontrar a equacao da reta tangente t

a curva no ponto P do plano Xy .

Grafico 8 — Reta tangente a uma curva

}' '

0

Fonte: Elaborado pela autora.

Pode-se encontrar a equagdo da reta tangente t assim que se sabe a sua

inclinacdo m. Mas para calcular m é preciso de pelo menos dois pontos distintos.
Para tanto tome-se agora o ponto P(Xy, f(X;)) como um ponto fixo e trace-se outra

reta que passa por P e por outro ponto pertencente a curva, obtendo, desse modo,
uma reta s secante a curva da funcao.
Do intercepto entre a curva e a reta s obtém-se o ponto denominado Q(, f (X))

sendo este um ponto mével (variavel) proximo de P(Xy, (X)), como pode ser

observado no gréfico 9.
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Grafico 9 — Reta tangente e reta secante a curva

1

Fonte: Elaborado pela autora

Para a obtencdo da inclinacdo da reta tangente t no ponto P(Xy, f(X;)) em
relacdo & curva da funcao, é preciso aproximar o maximo possivel o ponto Q(X, f (X))

do ponto P(Xy, f(Xy)) e calcular a inclinac&o.

T e = 100) = T(%)
Para se calcular a inclinagdo da reta secante s temos : Mpg _W :
=

Sabendo que P (2,0) e que o ponto Q inicial € (4,2), tem-se Mpg = % =1. Realizando

a aproximacao de Q em P, obtém-se um novo ponto Q (3.5,0.75) como pode ser

0.75—0205_

observado no grafico 10, e calcula-se a nova inclinagao, mpg =

35-2

Gréfico 10 — Aproximacdo de Q a P

Fonte: Elaborado pela autora

Quanto mais proximo de P esta chegando Q, mais aproximado o valor da

inclinagdo a ser obtida para a reta tangente t a curva da funcdo. Sendo assim,
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aproxima-se o maximo possivel os dois pontos, obtendo Q (2.01, -0.01), logo tem-se

que Mpq :%:—0.99. E possivel afirmar que o valor aproximado da inclinagéo

da reta tangente t € igual a -1.

Para confirmar o valor encontrado faz-se o mesmo procedimento de
aproximacdo de Q em P, mas agora pela esquerda de P, admitindo Q inicial como

sendo (1, 2), conforme pode ser visto no grafico 11.

Gréfico 11 — Aproximacao de Q em P pela esquerda.

Fonte: elaborado pela autora

. Lo 2— . A
Logo obtém-se a inclinagdo Mmpq =1—§:—2. Continuando a sequéncia de

aproximacdes obtém-se o ponto mais proximo de P, sendo Q (1.99, 0.01), logo a
1.99-0

inclinacdo de mpy =——=-1.01.

¢ e 0.01-2

Entdo faz-se Q aproximar-se de P ao longo da curva da fungdo ao obrigar x,
tender a x,. Se My tender a um nimero m, entdo define-se a tangente t como a

reta que passa por P e tem inclinagdo m. (Isto implica dizer que a reta tangente é a

posicdo-limite da reta secante PQ quando Q tende a P . (STEWART, 2016, p. 122).

Obtém-se, assim, a inclinacdo m da reta tangente t como sendo

aproximadamente -1 para o ponto de tangéncia P(2,0) em relagéo a curva da funcéo

y=f(x).
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Deste modo, define-se a reta tangente a curva y=f(x) em um ponto
P(xo,f(xo)) como sendo a reta que passando por P tem inclinacédo

m = lim f(xl)_f(xo)
X1-X9  X17Xo

Desde que o limite exista (ANTON, 2000, p. 178).

Mas, hé outra expressao para a inclinacdo da reta tangente que €, as vezes,

mais facil de ser usada para calculos. Se h=x —-x,, entdo x, =x,+h e, assim, a

inclinacéo da reta secante PQ €

Mpg = o+ hr)1 ~"09) pefinicao (1)

Logo, a inclinagdo m da reta tangente a curva y= f(x) em um ponto

P(x,, f (x,) € a reta passando por P com inclinacéo

m=lim oo+ hr)1 ~ 0% pefinicao (2)

O valor de m é chamado de “ derivada da fungéo y= f(x) no ponto x,” e é
denotado pelo simbolo f'(x,), € claro que m é o coeficiente angular ou inclinagéo da

reta tangente t, portanto tem-se:

oo+ hrz — (%) Definicdo de Derivada (3)

f'(x) = fim

2.1.1 Andlise grafica da funcéao através da funcéo derivada

Os termos crescente, decrescente e constante sdo usados para descrever o
comportamento da funcdo em determinado intervalo, a medida que se percorre o seu
grafico da esquerda para a direita. Observando o grafico da funcéo que esta na Figura
4, pode-se descrever 0 seu comportamento como crescente no intervalo ]—oo,0[,

decrescente no intervalo ]0,2[, novamente crescente no intervalo ]2,3 e constante

no intervalo ]3,+oo] .
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Figura 4 — Comportamento de uma funcao
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Fonte: Elaborado pela autora

Porém, o comportamento de uma funcéo também pode ser conhecido por meio
da funcéo derivada e seu grafico, pois a derivada de uma fungdo em um ponto pode
ser interpretada como a inclinacdo (valor do coeficiente angular) da reta tangente ao

seu grafico nesse ponto, entdo € razoavel esperar que informacfes sobre f'(x)

fornecam informacdes sobre f(x).

Essa interpretacdo geométrica da derivada pode ser usada como recurso

auxiliar no esboco de gréficos.
Por exemplo:

» pode-se usar a derivada para determinar os pontos onde a reta tangente é
horizontal: nesses pontos o valor da derivada é zero e estes sdo considerados pontos

criticos da funcéo, possiveis ponto de maximo ou de minimo;

* pode-se usar a derivada para encontrar os intervalos nos quais a inclinagao
da reta tangente é positiva ou negativa, e consequentemente a funcéo é crescente e
decrescente.

Para ver como a derivada de f pode dizer onde a funcédo é crescente ou

decrescente, observe-se a Figura 5. Entre A e B e entre C e D, as retas tangentes tém

inclinacéo positiva e, portanto, f'(x)>0.Entre B e C, as retas tém inclinacéo negativa
e, portanto, f'(x)<0.Assim, parece que f cresce quando f'(x) € positiva e decresce

guando f'(x) é negativa.
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Figura 5 — Retas tangentes a curva de f

}.J

Fonte: Elaborado pela autora

Os extremos relativos de uma funcédo, se houverem, ocorrem em pontos
criticos, ou seja, aqueles nos quais f'(x)=0, ou seja, onde a inclinacdo da reta
tangente é nula, ou ainda quando f € ndo-diferenciavel (STEWART, 2016). No caso

da Figura 5, estes pontos seriam B e C, pois neles a inclinacdo da reta tangente é
nula. Mas é importante destacar que nem todo ponto critico d4 origem a um extremo

relativo, pois h& aqueles em que isto ndo ocorre.

Como as vezes é preciso distinguir os pontos criticos, nos quais f'(x)=0,
daqueles onde f é ndo-diferenciavel, chamam-se os pontos onde f '(x) =0 de pontos

estacionarios de f .

Para determinar se um ponto critico de f €& um extremo relativo, € preciso
analisar a derivada primeira de f, em cada lado dos pontos criticos (STEWART,

2016):

a) Se o sinal da derivada for positivo a esquerda do ponto critico e negativo a direita

dele, o ponto € um maximo relativo.

b) Se o sinal da derivada for negativo a esquerda do ponto critico e positivo a direita

dele, o ponto € um minimo relativo.

c) Se o sinal da derivada for o mesmo em ambos os lados do ponto critico, o ponto

nao é maximo nem minimo relativo.
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Ao analisarem-se os pontos B e C da Figura 5, pode-se afirmar que B € um
ponto de maximo, pois a sua esquerda f' é positiva e a direita f' é negativo. JAC é

um ponto de minimo, pois a sua esquerda f' é negativo e a direita f' & positivo. Ou

seja, por meio do comportamento da derivada ao redor dos pontos criticos pode-se

determinar o comportamento de f .

2.1.1.1 Andlise grafica da funcéo através do grafico da funcéo derivada

Outro modo de se conhecer e determinar o comportamento de uma funcéo € a
por meio da andlise do gréafico da derivada de primeira ordem. Para isso, € preciso
iniciar realizando algumas comparacg@es entre o grafico da funcéo e o grafico de sua

derivada primeira, de modo a estabelecer relacdes possiveis entre eles.

Em um grafico da derivada primeira, obtém-se um eixo m, pois quando

visualizam-se varios pontos no grafico da derivada, a coordenada Yy de um ponto sera

denotada como a inclinacao da funcéo original, logo, as coordenadas do gréafico da

derivada primeira tém como coordenadas (x,m).

Observe-se a Figura 6 com o grafico da funcdo f em vermelho e o gréafico de
sua derivada primeira f' em azul. Analisando o grafico f da esquerda para a direita,
pode-se determinar o comportamento de f como sendo decrescente nos intervalos
]—o0,—1[ e 10,1 e crescente nos intervalos ]-1,0[ e JL,+o[, tendo como extremos

relativos (-1,-1) e (1,-1), pontos de minimo, e (0,0) ponto de maximo.
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Figura 6 — Gréfico da funcéo e sua derivada primeira

Fonte: Elaborado pela autora

Em relacdo ao gréfico de f 'podem-se determinar os intervalos onde a derivada
primeira € positiva, ou seja, f '(x) >0 como sendo aqueles onde o grafico de f' esta

acima do eixo X. E os intervalos onde a derivada primeira € negativa, ou seja,

f'(xX)<0 como sendo aqueles onde o grafico de f'esta abaixo do eixo X.
Comparando os intervalos onde f é crescente e decrescente com intervalos onde o
grafico de f' é positivo ou negativo, percebe-se que f é crescente onde f' é
positivo, e f € decrescente onde f'é negativo. Logo, através do grafico de f'é

possivel identificar os intervalos de crescimento e decrescimento de f .

Agora observem-se as coordenadas dos pontos de intercepto do grafico de f'
com o eixo X,onde se tem (-1,0), (0,0) e (1,0) . Estes pontos estéo relacionados aos

extremos relativos da funcao, o valor da coordenada X representa 0s possiveis pontos

criticos da funcéo, sendo que a coordenada Y esta relacionada ao valor da inclinacao

da reta tangente neste ponto, ou seja, derivada igual a zero. Comparando os extremos
relativos de f com os pontos de intercepto de f' como eixo X podem-se estabelecer

algumas relacdes a fim de identificar se os extremos relativos sdo pontos de maximo,

minimo ou nenhum dos dois.

Primeiramente, analisa-se o comportamento de f' ao redor do ponto (-1, 0), a
fim de identificar se f' € positivo ou negativo. Deste modo pode-se afirmar que
f'(x) <0 antes de (-1,0) e f'(x) >0depois. Sabendo que, se f'(x)<0 a funcdo é

decrescente, e que, se f'(x) >0a fungdo é crescente, é possivel afirmar que o ponto
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com coordenada X=-1 é um ponto de minimo da func&o, devido ao comportamento

de f passar de decrescente para crescente.

O segundo ponto a ser analisado é (0,0), para isto analisa-se novamente o

comportamento de f' ao seu redor, onde se tem que antes de (0,0) f '(x) >0e depois

f '(x) <0. Sendo assim, f eracrescente e passou a ser decrescente ao redor de (0,0)

dando origem a um ponto de maximo em X=0. J& para o ponto (1,0), tem-se f'(x) <0

antes de (1,0) e f'(x) >0depois. Desse modo, pode-se afirmar que a funcéo passou

de decrescente para crescente resultando em um ponto de minimo em X=1.

Por meio da analise do gréfico da derivada primeira de f foi possivel
compreender o comportamento de f, bem como identificar os possiveis pontos

criticos, 0 que pode auxiliar no esbo¢co e compreensao do grafico da funcdo. No
Céalculo, muitas das aplicacbes requerem a compreensao grafica, a fim de poder
solucionar problemas e realizar comparacbes. Desse modo, fica evidente a
importancia e a relevancia do estudo gréafico da derivada, de modo a contribuir para a

aprendizagem do conceito de maneira mais significativa e concisa.

2.1.1.1.1 Aplicacbes da derivada

Comumente, nas salas de aula, os alunos questionam sobre onde serdo
aplicados os contetdos abordados e isso ocorre tanto no ensino basico, quanto no
superior. Assim, mostrar a aplicabilidade faz com que os conteddos se tornem mais
significativos e interessantes, de modo a estimular os alunos e a desenvolver a

contextualizacdo daquilo que se ensina e se aprende.

Com o ensino de derivada ndo pode ser diferente, h4 necessidade de se
trabalhar com problemas de aplicacdo relacionados a diferentes areas do
conhecimento. Por isso, nesta parte da pesquisa serdo apresentados alguns
problemas de aplicacdo do conceito de derivada em diferentes contextos. Nesse
sentido, talvez a mais difundida aplicacéo das derivadas no ensino superior seja a de

otimizacdo de problemas, em que as derivadas sao utilizadas para se obter a
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maximizagdo ou a minimizacao de um determinado fenémeno, possibilitando resolver
situacbes problemas de nosso cotidiano, como também, a taxa de variacdo

instantanea.

Optou-se por selecionar, para apresentar na sequéncia, alguns problemas
contemplando diferentes areas de conhecimento, abordados em diferentes livros
didaticos de Calculo, entre eles: Anton (2000), Flemming (2006), Stewart (2016),
Sviercoski (1999).

Problema 1- Economia (adaptado de ANTON, 2000)

De acordo com uma aplicacdo apresentada por Anton (2000), uma forma liquida de
Penicilina fabricada por uma firma farmacéutica é vendida a granel a um preco de
$200 por unidade. Se o custo de producdo (em dolares) para X unidades for

C(x) =500.000+80x+0,003x2 e se a capacidade de producdo da firma for de no

maximo 30.000 unidades em um tempo especifico, quantas unidades de penicilina
devem ser fabricadas e vendidas naquele tempo para maximizar o lucro?

Informacdes:

Quando se trata de economia, existem trés fungdes importantes a se considerar
gue séo:

C(x) = custo total da producédo de X unidades de um produto, durante certo
periodo de tempo.

R(x) =rendimento total da venda de X unidades de um produto, durante certo

periodo de tempo.
P(x) = lucro total obtido na venda de X unidades de um produto, durante certo

periodo de tempo.

Elas sdo chamadas, respectivamente, funcao-custo, funcéo-rendimento,
fungdo-lucro. Se todas as unidades produzidas forem vendidas, elas estardo
relacionadas por

P(x) = R(x) —C(x)
[lucro] =[rendimento] —[custo]
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Solucdo: Como o rendimento total na venda de X unidades € R(x)=200x, o
lucro P(x) sobre X unidades sera

P(x) = R(x) —C(x) = 200x — (500.000 + 80x + 0,003x?3)

Como a capacidade de producédo é de no maximo 30.000 unidades, X deve
estar no intervalo [ 0, 30.000]. Logo, é preciso derivar a funcéo lucro em relagéo a X
para determinar os valores para X nos quais podem ocorrer o0 lucro maximo

(;—P =200—-(80+0,006x) =120—-0,006x
X

Equacionando (;—P =0 obtém-se
X

120-0,006x =0 ou x=20.000
Como este ponto critico esta no intervalo [0, 30.000], o lucro méximo deve
ocorrer em um dos pontos X=0 , x=20.000 ou x=30.000.
Substituindo-se estes valores em P(x), obtém-se a Tabela 2, a qual nos mostra

que o lucro maximo P =700.000 ocorre quando X =20.000 unidades forem fabricadas

e vendidas no tempo especificado.

Tabela 2 — Resultados encontrados para o problema

X 0 ‘ 20.000 ‘ 30.000

P(x) ‘ 500.000 ‘ 700.000 ‘ 400.000

Fonte: Anton (2000, p. 347)

Problema 2 — Ciéncias Agrérias (SVIERCOSKI, 2014, p. 144- 145)

Considerando a producao de matéria seca de feijao f(x)(g/vaso) em funcéo da dose
de fosforo x(ppm) , em que 0<x<230, dada, em [2], por
f (x) =6.575+0.0788x —0.000174x2

Encontre a dose de fosforo que da a producdo maxima.
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Solucao: Primeiro precisa-se encontrar o ponto critico da funcao, isto significa,
derivar a funcdo e encontrar o ponto em que a inclinagdo da reta tangente € nula, ou
seja, f'(x)=0, o possivel ponto de produgdo maxima ou minima.

f '(x) =0.0788—-0.000348x =0 = x = 226.44

Agora derivamos novamente a funcdo, para determinar a derivada de segunda
ordem, por meio da qual verificamos se o valor encontrado representa um maximo ou
um minimo local. Como f "(x)=-0.000348, entdo f "(226.44)=-0.000348, ou seja,

X=226.44 ppm é um ponto de maximo local, isto é, a producdo maxima sera de

f (226.44) =15.497(g / vaso) como pode ser observado na Figura 7.

Figura 7 — Producao de matéria seca de feijao

Fonte: Sviercoski, 2014, p.145

Problema 3 — Ciéncias Médicas e Biolégicas (FLEMMING, 2006, p. 180-181)

Uma cidade X € atingida por uma moléstia epidémica. Os setores de salde calculam
que o numero de pessoas atingidas pela moléstia depois de um tempo t (medido em

dias a partir do primeiro dia de epidemia) é, aproximadamente, dado por
() = 64t— =
3

(a) Qual a razéo da expanséao da epidemia no tempo t=4 ?

(b) Qual a razdo da expanséo da epidemia no tempo t=87

(c) Quantas pessoas serao atingidas pela epidemia no 5° dia?
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Solucgdo: A taxa com que a epidemia se propaga é dada pela razéo de variacao
dafuncédo f(t) emrelacdo at . Portanto, para umtempo t qualquer, essa taxa é dada
por:

f'(t)=64-t2
(a) No tempo t=4 , temos:
f'(4)=64-16=48 .

Logo, no tempo t =4, a moléstia esta se alastrando a razdo de 48 pessoas por

dia.

(b) No tempo t =8, temos:
f'(8)=64-64=0
Portanto, no tempo t =8a epidemia esta totalmente controlada.
(c) Como o tempo foi contado em dias a partir do 1° dia de epidemia, o 5° dia
corresponde a variacdo de t de 4 para 5. Logo, o nimero de pessoas atingidas

pela moléstia durante o 5° dia sera dado por:

53 43
f(5)~ f(4) = (64x5-7) ~(64x4-2)

_320-12 956, %
3 3

~ 43
No item (a), viu-se que no tempo t =4(inicio do 5° dia), a epidemia se alastrava
a uma taxa de 48 pessoas por dia. No item (c), calculou-se que durante o 5° dia 43
pessoas serdo atingidas. Essa diferenca ocorreu porque a taxa de propagacdo da

moléstia se modificou no decorrer do dia.

Problema 4 — Geometria (FLEMMING, 2006, p. 220-221)
Um galpédo deve ser construido tendo uma area retangular de 12.100 m2. A prefeitura
exige que exista espacgo livre de 25 m na frente e 12 m em cada lado. Encontre as

dimensdes do lote que tenha area minima na qual possa ser construido este galpéo.

Solucéo: A Figura 8 ajuda a definir a fungdo que vamos minimizar.
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Figura 8 — Esboco do galpao

Fonte: Flemming, 2009, p. 220

Sabemos que A=12.100m2=xxYy

A funcéo que definird a area do lote é
S =(x+12+12)(y+ 25+ 20)
=(x+24)(y+45)

Isolando ¥ em 12.100=xxy, obtém-se, que y:@ . Substituindo na
X

funcao anterior, vem

S(x)=(x+ 24)(@ +45)

Esta € a funcao que se quer minimizar.

Temos:
S'(x) = 45x2 — 5290.400
Resolvendo a equacédo 45x° _5290'400 =0, obtém-se que x = 44\3/% € um ponto
critico. (X é uma medida e, portanto, considere-se s o valor positivo.)
Tem-se que S"(x)= 580'500 e, portanto, S "(44‘3{36) . Logo, x= 44‘:‘{% € um
ponto de minimo. Fazendo X = 44\3{% =80,33m, obtém-se que

12100 12.100
X 44./30/3

dimensdes do lote forem aproximadamente (80, 33+ 24)mx (150,62 + 45)m .

=~150,62m e entdo, a &rea minima é obtida quando as
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Problema 5 — Fisica (STEWART, 2016, p. 247)

O telescopio espacial Hubble foi colocado em 6rbita em 24 de abril de 1990 pelo
onibus espacial Discovery. Um modelo para a velocidade do 6nibus durante essa
missdo, do lancamento em t =0 até a ejecao do foguete auxiliar em t=126s , é dado
por

v(t) =0,0003968t3—0,02752t2 + 7,196t —0,9397
(Em metros/segundo). Usando este modelo, estime os valores maximo € minimo

absolutos da aceleracao do 6nibus entre o langamento e a ejecao do foguete auxiliar.

Solucdo: Sao pedidos os valores extremos ndo da funcéo velocidade dada, mas
da funcdo de aceleracdo. Assim, precisa-se primeiro derivar para encontrar a

aceleragao:

a(t)=v't) = % (0,0003968t2—-0,02752t2—0,9397)
=0,0011904t2 -0, 05504t + 7,196
Aplicando-se, agora, o método do Intervalo Fechado a funcdo continua a no
intervalo 0<t<126. Sua derivada é
a'(t) =0,0023808t —0,05504
O Unico numero critico ocorre quando a'(t)=0 :

f = 00904 5515
0,0023808

Calculando a(t) no numero critico e nas extremidades, tem-se:
a(0)=7,196 a(t)=6,56 a(126)=19,16

Assim, a aceleracdo maxima é cerca de 19,16 m/s?, e a aceleracdo minima é

cerca de 6,56 m/s2.

2.2 Dificuldades e problemas enfrentados no ensino de derivadas

O conceito de derivada é considerado um dos conceitos fundamentais do

Céalculo, devido a sua importancia para compreensao de outros conceitos, como a
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integral e as equacdes diferenciais, além de possuir diversas aplicac6es em diferentes
areas do conhecimento. “Com efeito, a derivada, na sua relacdo com as diversas
areas do conhecimento, €, sobretudo, taxa de variacao instantanea (REZENDE, 2003,
p. 350).

De acordo com a literatura, derivada é um conceito que possui diversas
interpretacdes, entre elas: derivada como processo de limite, inclinagdo da reta
tangente a uma curva em um determinado ponto, taxa de variacdo instantanea,
derivada como funcéo, além das aplicacdes e da relacdo com o comportamento de

funcdes.

Apesar de suas aplicacfes e interpretacdes, o conceito de derivada tem sido
um dos topicos em que os alunos apresentam maior dificuldade de compressao,
resultantes de diversas causas. Destarte, investiga-las € um dos objetivos
fundamentais dos pesquisadores em Educacdo Matematica, de modo a dar ciéncia
de suas causas e apontar caminhos para sanar as dificuldades (CATAPANI, 2001,
BARBOSA, 2004).

Para tanto selecionamos algumas pesquisas que tém apontado tais
dificuldades e suas causas, levando em consideracdo aquelas que tratassem
especificamente da derivada, principalmente as relacionadas a compreensao do
conceito e suas relagcdes graficas e geométricas. Neste caso, optamos em elencar as

pesquisas mais citadas no contexto em estudo.

Como parte integrante da maioria dos cursos introdutérios de Calculo, o
conceito de derivada de uma funcédo é usualmente abordado apés a retomada do
contetdo de funcdes e a introducdo do conceito de limites.

Normalmente, a introducao do conceito de derivada é realizada utilizando-se a
ideia de reta tangente a curva de uma funcéo e, na sequéncia, o célculo de derivadas
pela definicdo de limite e as regras de derivacdo, sendo os dois Ultimos pontos os que
mais ocupam a atencao dos professores e dos alunos. Para concluir, estudam—-se as
aplicacdoes das derivadas, o que envolve problemas de otimizagcdo, estudo do
comportamento das funcdes e esbogo de graficos, conteddos muitas vezes pouco
explorados (GODOQY, 2004; LEHMANN, 2011).
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Entretanto, Rezende (2003, p. 350) observa que:

Calcular exaustivamente derivadas de funcdes através das regras usuais de
derivagdo n&o leva o aluno a construir efetivamente o significado desta
operacao. Interpreta-la tdo somente como “coeficiente angular da reta
tangente” significa ignorar o problema histérico essencial da “medida”
instantanea da variabilidade de uma grandeza — esse foi, inclusive, o grande
problema perseguido pelos filésofos escolasticos.

De acordo com o autor, ha necessidade de explorar o conceito de derivada de
modo a demonstrar que suas interpretagcdes se complementam, e assim contribuir
para a significagdo do conceito, bem como, demonstrar os diversos contextos a que
se relaciona e se aplica, fazendo com que os alunos fortalecam as redes de

significacdo por meio da contextualizacao.

Além da necessidade de explorar o conceito em suas diversas interpretacdes,
a pesquisa de Godoy (2004), que teve por objetivo investigar o conhecimento de
alunos que ja haviam passado por um curso de Calculo, a luz da Teoria dos Registros
de Representacdo de Raymond Duval, demonstrou que os alunos apresentam maior
dificuldade nos registros gréficos do conceito de derivada, além de dificuldade de
reconhecer no registro de representacdo simbodlico f'(x) o significado da derivada

como coeficiente angular.

Orton (1983), ao estudar a compreensdo dos alunos sobre diferenciacao,
evidenciou dificuldades na conceptualizacdo geométrica de limite, ou seja, para
interpretar a inclinacdo da reta tangente ao grafico de uma fungdo em um ponto dado,
como um limite das inclinacGes das retas secantes que passam por esse ponto de
tangéncia. Em seu estudo, o autor evidenciou também dificuldades em utilizar
apropriadamente as representacdes graficas do conceito, ou seja, incapacidade de
avaliar a taxa de variacao instantanea de variacdo a partir do grafico correspondente.

Tais dificuldades foram manifestadas igualmente por um grupo de professores
estagiarios que participaram da pesquisa conduzida por Almeida e Viseu (2002, p.
216-217), indicando que parecem estar associadas a:

— uma capacidade visual demasiado pobre, a qual dificulta a identificacao do
tipo de uma funcao dado o seu gréfico;

— a incapacidade de interligar maltiplas condicdes numa mesma questao;

— a falta de capacidade de ligar a informagédo gréfica aos conhecimentos
analiticos.
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Rezende (2003, p.18) aponta também como causa para essas dificuldades a
énfase exagerada dada as técnicas, na maioria dos cursos de Calculo, em que se
exigem muito mais habilidades algébricas do aluno do que a compreensao do préprio
significado explorado, ele destaca que

O campo semantico das noc¢des basicas do Calculo tem muito mais a ver com
as nogdes de “infinito”, de “infinitésimos” de “variaveis”, do que com “fatoragéo
de polinbmios”, “relagbes trigonométricas”, “calculos algébricos”. E bem
verdade, que o conhecimento destes Ultimos auxilia na &rdua tarefa de
calcular limites (derivadas, integrais etc.), mas é exatamente ai que se coloca
nossa primeira questéo fundamental: Qual é o curso de Célculo que se quer?
Aquele em que prevalece a técnica? Ou aquele em que se busca a

construgao de significados? Quando se fala de “falta de base”, de que “base”
se est4 falando?

E evidente que o procedimento algébrico do Calculo é fundamental, mas o que
se tem questionado em relacdo a aprendizagem desses conceitos esta na sua
aplicacdo e compreensdo conceitual, como no caso da derivada. Alunos derivam
funcdes sem ter conhecimento de sua aplicabilidade e de seus aspectos conceituais,

0 que acaba propondo um repensar do papel do Célculo no ensino superior.

Os problemas de base conceitual ttm chamado a atencdo de pesquisadores
quando relacionados ao conceito de derivada, como no caso de D’Avoglio (2002). Em
sua pesquisa com alunos que ja haviam estudado assunto, cujo objetivo consistia em
verificar, por meio de um teste de sondagem, qual o nivel de conhecimento desses
alunos sobre o aspecto conceitual da derivada, identificou que alguns alunos

confundem:

a) derivada com reta tangente,
b) derivada num ponto com a funcdo derivada,
¢) derivada com regra para se achar derivada,

d) reta tangente com coeficiente angular da reta tangente e também, que
muitos apresentam dificuldade de expressdo (D’AVOGLIO, 2002, p. 27).

A partir de sua pesquisa, como resultados, o autor apresentou evidéncias de
que a introducdo do conceito de derivada de uma fungcdo em um ponto, a partir do
conceito de velocidade, contribui bastante para sua aprendizagem. Isso devido ao fato
de que se leva em consideragdo um assunto familiar aos alunos, associado a seus

conhecimentos previos, despertando, assim, o interesse e participacao do estudante.
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Outra causa de dificuldades para a compreenséo conceitual da derivada esta
relacionada ao proprio referencial tedrico utilizado em sua abordagem, decorrente do
desenvolvimento do pensamento cientifico. De acordo com Leme (2003, p. 32), “a
Historia revela que a génese da evolucéo da nocao de derivada constituiu-se na busca
por processos para resolucdo de problemas, caracterizando-se um modo
predominantemente operacional”, porém, nos livros didaticos, o conceito de derivada
tem sua caracteristica estrutural abordada, apresentando-se, dessa forma, na

contramao da evolucéo histérica, tornando mais dificil a sua compreensao.

Em livros didaticos ocorre, também, uma priorizacdo da representacao
simbdlica do conceito, 0 que acaba nao propiciando uma adequada unificacao
semantica da derivada com seus aspectos grafico e numérico (LEME, 2003). De
acordo com Kendal (2001), as representacdes grafica, numérica e simbdlica do
conceito de derivada sao consideradas importantes para o desenvolvimento da nogao
de derivada e estao relacionadas as habilidades de articula¢des entre estas.

As discussdes elencadas apontam no sentido da importancia de praticas de
ensino/aprendizagem do conceito de derivada que integrem simultaneamente
abordagens gréficas e analiticas, de forma a evidenciar significados e relagdes,
oportunizando, dessa forma, a aprendizagem desse conceito tdo importante, tanto
para o Calculo, quanto para as demais aplicacdes.

2.3 O uso das Tecnologias Computacionais para o ensino e aprendizagem de

Matematica

Nas ultimas décadas, o uso de Tecnologias de Informacdo e Comunicacdo
(TICs) tem crescido de maneira acelerada em toda sociedade, invadindo os espacos
no campo familiar, profissional e social, o0 que acaba desencadeando mudancas
nesses ambientes e, de modo especial, também no ambiente educacional. A presenca
de recursos tecnoldgicos cada vez mais modernos tem permitido novas formas de
realizar acdes, reinventando o modo com que o homem se relaciona com o0 mundo e
com seu semelhante, e também potencializando novas formas de perceber e

organizar situacoes de aprendizagem.
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Diante do cenério atual, no qual os conhecimentos sobre informatica e
diferentes tecnologias se tornaram indispensaveis, o uso dessas ferramentas em
salas de aula pode ser considerado inquestionavel, pois conforme ja colocava
Rezende (2002, p. 01),

na virada do século, ndo se trata mais de nos perguntarmos se devemos ou
ndo introduzir as novas tecnologias da informagcdo e da comunicacdo no
processo educativo. Ja na década de 80, educadores preocupados com a
guestao consideraram inevitavel que a informatica invadisse a educacao e a
escola, assim como ela havia atingido toda a sociedade. Atualmente,
professores de varias areas reagem de maneira mais radical, reconhecendo
gue, se a educacdo e a escola nao abrirem espaco para essas hovas
linguagens, elas poderdo ter seus espacgos definitivamente comprometidos.

Desse modo, o uso didatico das TICs (em especial do computador e das
calculadoras graficas) no ensino vem sendo discutido por diversos educadores e
pesquisadores, tornando-se uma forte tendéncia dentro da Educacdo Matemaética ha

algumas décadas.

O uso do computador para o ensino de Matematica também se destaca em

trés perspectivas diferentes, de acordo com Canavarro (1993, apud PONTE e
RIBEIRO, 2000, p. 3),

como elemento de animagdo, com a capacidade para melhorar o ambiente

geral da aula; como elemento facilitador, permitindo realizar determinadas

tarefas tradicionalmente realizadas a mao; como elemento de possibilidade,

permitindo equacionar a realizacdo de atividades que seriam dificeis de
efectuar de outro modo.

Tais elementos podem contribuir para o ensino de conceitos considerados
abstratos aos olhos dos alunos, pois as tecnologias permitem explorar diferentes
contextos, como por exemplo, relacionar aspectos graficos e algébricos de uma
funcdo por meio do uso de um software ou calculadora grafica. Em relacdo a
motivacdo e possibilidade, as tecnologias e a matematica, se utilizadas de modo
inteligente, oportunizam a busca pelo conhecimento e despertam o interesse do aluno,
uma vez que ele seja levado a pensar e construir 0s conceitos, passando a ser ativo

no processo de aprendizagem e contribuindo para sua formacao.

Além das perspectivas apresentadas, calculadoras graficas e computadores
podem ser utilizados no contexto da Educacdo Matemética, onde se pode destacar

uma fungao de sua utilizagao
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no que diz respeito aos valores e atitudes, a calculadora e o computador s&o
particularmente importantes no desenvolvimento da curiosidade e do gosto
por aprender, pois proporcionam a criacdo de contextos de aprendizagem
ricos e estimulantes, onde os alunos sentem incentivada a sua curiosidade
Ponte & Canavarro (1997, p. 101).

Essa possibilidade de criacdo de espacos diferenciados para a aprendizagem
com uso de tecnologias, conduz a reflexdo sobre as ideias de Gravina e Santarosa
(1998, p. 1), que trazem uma reflexdo acerca do que significa “fazer matematica:
experimentar, interpretar, visualizar multiplas facetas, induzir, conjeturar, abstrair,

generalizar e, enfim, demonstrar”.

Esse fazer matematica apontado pelas autoras pode ser explorado por meio do
uso das tecnologias, mais especificamente, pelo uso de softwares e calculadoras
gréficas, que, quando utilizados adequadamente, possibilitam a experimentacdo em
conteudos matematicos, além de estimular a percepc¢éao visual dos alunos (BORBA e

PENTEADO, 2001), auxiliando na construgéo de conceitos.

Outros autores, como Allevato (2005; 2008), Borba e Villareal (2005), Braga e
Paula (2010), salientam que as possibilidades experimentais das tecnologias podem
ser exploradas de tal modo a levar o aluno a elaboracéo e validacdo de conjecturas,
contribuindo para o desenvolvimento de suas ideias e criagcdo de novas conjecturas.
O trabalho adequado com as tecnologias faz com que os alunos se tornem

investigativos e participativos e ndo apenas receptivos.

2.3.1 O uso de Tecnologias Computacionais para 0 ensino e aprendizagem de

Célculo

7

O Célculo Diferencial e Integral, € uma disciplina presente no curriculo de
Muitos cursos superiores, por ser um ramo importante da matematica e seu campo de
aplicagbes se entender em todos as areas de conhecimento. Apesar de tantas
aplicabilidades, as dificuldades no processo de ensino e aprendizagem vem sendo
foco de muitas pesquisas, como a de Junior, Bessa, Cezana (2015) por ser alvo de

um grande numero de reprovacdes, evasdo e repeténcia. Algumas tendéncias na
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Educacdo Matematica tém sido propostas na tentativa de minimizar os efeitos desta
problemética, como a utilizacdo de Recursos Tecnoldgicos, a Modelagem Matematica
e a Resolucdo de Problemas, e demonstraram resultados positivos em relacdo a
aprendizagem.
Um dos caminhos que pode ensejar maior produtividade no processo de
ensino e aprendizagem no Célculo Diferencial e Integral | pode estar na
diversificacdo das formas de abordagem de cada tema a ser apresentado, a
partir do que se adapta a cada um destes, da condicdo intrapessoal e
interpessoal de cada docente, do nivel de aprofundamento desejado, etc.
Assim, algumas opgdes viaveis podem ser encontradas, além da resolucédo
de problemas que constituem a prépria esséncia da Matematica, por meio da
explicitacdo dos seus conceitos e de suas teorias através da historia; e estas
podem tornar-se um meio bastante estimulador, tanto para o professor como
para o aluno, criando-se uma atmosfera que facilite a compreenséo do saber
matematico pelo contato com sua génese e etapas de seu desenvolvimento;

além disso, fazer uso da experimentacdo, das aplicagbes e do uso da
computacéo (SILVA, 1994, p. 6).

Entre as estratégias apontadas por Silva (1994) para melhorar a qualidade de
ensino e aprendizagem de Calculo, o uso de programas computacionais vem sendo
implementado desde a década de 1980, como uma das alternativas para superar a
falta de sucesso académico nas aulas de matemética, proposta apresentada pelo
movimento “Calculus Reform”, que foi um movimento por meio do qual ocorreu a
reforma de curriculos e implantacdo de novas metodologias baseadas no

construtivismo, como o trabalho com problemas e uso de calculadoras gréficas.

Desde entédo, pesquisas relacionadas ao uso de tecnologias para o ensino e
aprendizagem de Calculo vem sendo realizadas, com intencdo de impulsionar
mudancas no quadro educacional do ensino superior, relacionadas ao Calculo.
Objetiva-se, também, expandir metodologias e estratégias que tém demonstrado bons
resultados frente a compreensdo dos conceitos e melhora no aproveitamento dos

alunos.

Entre as pesquisas realizadas no contexto apresentado, selecionou-se aquelas
gue apresentam relevancia para estudo realizado, sendo citadas em diversos outros
trabalhos que refletem o uso de TIC’s no ensino superior. Entre estas, elencamos as
que refletem sobre as potencialidades presentes nas tecnologias utilizadas para
promover o0 ensino e a aprendizagem de Calculo; as que apontam vantagens e

contribui¢cdes de seu uso; bem como o papel do professor frente as tecnologias. Sobre
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as contribuicbes e vantagens do uso de tecnologias no ensino e aprendizagem de
Célculo, algumas pesquisas podem ser apontadas, como Paranhos (2009), Alves e
Reis (2010), Alves, Correia e Melo (2013), Marin (2009), entre outras.

Paranhos (2009) destaca que o0 uso de ambientes informatizados para o ensino
e a aprendizagem de Calculo pode promover mudangas na qualidade do aprendizado
dos alunos, pois estes se tornam mais participativos e exploradores, acompanham o
curso mais de perto e fazem mais perguntas. Isso, além de ajudar na criacdo de
conjecturas e negociacdo de significados, facilitando a compreensdo dos aspectos

conceituais também do Calculo.

De acordo com Alves e Reis (2010) e Alves, Correia e Melo (2013), entre as
contribuicdes frente ao uso de recursos tecnoldgicos nas aulas de Calculo estdo: a
possibilidade de visualizacéo de propriedades, que tradicionalmente sdo manipuladas
algebricamente; a abertura para conjecturas a partir de graficos; e o ambiente
dindmico proporcionado pelo software, que contrasta os modelos geralmente

estatisticos apresentados nos livros didaticos.

Em relacéo as vantagens do uso de tecnologias nas aulas de Calculo, o grupo
de professores participantes da pesquisa de Marin (2009) apontou que: os alunos
aprendem melhor, pois, por meio do aspecto visual, encontram facilidade em
compreender aquele conteddo que anteriormente parecia algo tdo longe da sua
capacidade. Os professores envolvidos na pesquisa destacam que se proporciona a
experimentacdo, através da qual pode-se buscar novas descobertas, observar
propriedades, investigar, transformar, modificar e testar aquilo que antes somente era

repassado ao aluno de maneira automatica.

Diante da leitura e andlise das pesquisas apresentadas até o momento,
evidenciou-se a recorréncia de alguns aspectos importantes presentes entre as
vantagens e contribuicdes do uso de tecnologias computacionais para o ensino de

Céalculo, como € o caso da experimentacao, da investigacao e da visualizacao.

Em relacdo a importancia dos aspectos de experimentacdo e investigacao,
Alves, Correia e Mello (2013) destacam gue o uso das tecnologias assegura ao aluno
a oportunidade de testar, validar ou refutar conjecturas, tornando-o interativo e nédo

apenas receptivo.
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Outro aspecto evidenciado entre as pesquisas trata da visualizagcdo como parte

dos processos de ensino e aprendizagem, Reis e Junior (2016) salietaram a

importancia da imagem visual para a compreensdo dos conceitos envolvidos na
disciplina de Calculo, e de sua interacdo com aspecto analitico.

Ferramentas tecnoldgicas, se utilizadas de forma adequada, podem

potencializar o uso dos recursos gréaficos no ensino de Calculo, estimulando

a observacédo, a busca de regularidades e padrdes e possibilitando, através

da comparacdo com as outras formas de se representar uma funcéo, o

entendimento das ligacdes entre elas. O trabalho desenvolvido com a

utilizacdo desses recursos também pode contribuir para que os alunos

apurem a percepgao e, por consequéncia, desenvolvam habilidades que

facilitem a construgdo grafica por meio dos instrumentos tradicionais: lapis,
papel e régua (COUY, 2008, p. 47).

A visualizagdo gréfica gerada por softwares tem se mostrado uma ferramenta
eficiente para o ensino de Calculo e a exploracédo de conceitos muitas vezes abstratos
para os alunos, pois, segundo Costa e Souza Junior (2007), possibilitam ao aluno
construir conceitos ou ainda ressignificar conceitos ja estudados. Esta pode ser vista
como um objeto a ser manipulado pelo aluno, a fim de explora-lo e incorpora-lo como
parte de um conceito. O uso de graficos, além de possibilitar este manuseio, pode
proporcionar apoio a resolucao de problemas e a atribuicédo de significado a conceitos.

A visualiza¢do tem um poderoso papel complementar, onde se pode destacar
trés aspectos: a visualizacdo como apoio a resultados essencialmente
simbdlicos; uma maneira possivel para resolver conflitos entre solugbes
simbdlicas (corretas) e (incorretas) com intuicdes; como ajuda a reengajar e

recuperar os fundamentos conceituais que podem ser facilmente contornados
por solucdes formais (ARCAVI, 2003, p. 222-223, tradu¢do nossa).

O ensino e aprendizagem, segundo o referido autor, necessitam propiciar
formas para que se possa melhor ver 0s conceitos matematicos, por meio da
exploracdo da visualizacdo em sua totalidade, que além de contribuir na organizacao
dos dados é um importante fator na conducdo do desenvolvimento analitico da
solucdo. A visualizacdo, portanto, pode ser considerada como parte integrante do

proprio processo analitico da solucao.

Pesquisas sobre visualizacdo na aprendizagem de matematica, segundo
Presmeg (2006), iniciaram-se lentamente, crescendo de uma base psicoldgica no final
da década de 1970 e inicio dos anos de 1980. Tais estudos estéo relacionadas a
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diversos ramos desta &rea e sdo multifacetadas, com raizes na matematica e
envolvendo aspectos historicos, filosoficos, psicolégicos, pedagdgicos e tecnoldgicos
importantes (ZIMMERMANN; CUNNINGHAM, 1991).

No entanto, tais pesquisas ainda vém sendo desenvolvidas, tanto no ambito da
educacdo basica, quanto no ensino superior, devido a sua importancia neste
processo. Algumas dessas investigacfes apontam a visualizagdo na éarea da
matematica como uma componente chave do raciocinio na resolucédo de problemas
e atividades, bem como para fins ilustrativos (ARCAVI, 2003). Além disso, de acordo
com Rdsken e Rolka (2006), a visualizacao é considerada uma ferramenta poderosa
para explorar problemas matematicos, dar significado para conceitos matematicos e

estabelecer a relacao entre eles.

O termo visualizacdo, para Zimmerman e Cunningham (1991), é empregado
para descrever os processos de producdo ou o0 uso de representacfes geométricas
ou graficas de conceitos, principios ou problemas mateméticos, seja desenhado a
mao ou gerado por computador. Ainda, Fainguelernt (1999) considera a visualizacao
como uma habilidade de perceber, transformar, descobrir, gerar, comunicar,
documentar e refletir sobre as informacdes visuais. Partindo dessa definicdo, Santos
(2009) destaca que o contato visual fisico é necessario para que ocorra ou se promova

o contato mental de um individuo.

No contexto da educacdo matematica, fazer uso da visualizacdo, além de
promover a intuicdo e o entendimento, possibilita uma abrangéncia maior dos
assuntos matematicos, permitindo aos alunos ndo somente aprenderem matematica,
mas se tornarem capazes de fazer sua propria matematica (FLORES, 2012). A
visualizacdo e a leitura de informacGes graficas em Matematica sdo aspectos
importantes, pois auxiliam a compreensdo de conceitos e o desenvolvimento de

capacidades de expressao grafica (BRASIL, 1998).

Diante de diversas definicbes do termo visualizacdo, tanto no ambito da
matematica, quanto da educacdo matematica, pode-se perceber que estdo focadas
na percepcdo e na manipulagdo de imagens visuais, e que a aprendizagem é
resultado da interpretacdo dada as sensacdes e estimulos do meio ambiente, as
ideias, imagens, expectativas e atitudes (FAINGUELERNT, 1999).
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Em relacdo a trabalhos que utilizaram o processo de visualizacdo para a
aprendizagem de conceitos de Calculo, pode-se mencionar Junior (2015), cuja
experiéncia dissertada utilizou o software Geogebra para o ensino de conceitos
relacionados a derivada junto a um grupo de professores do ensino superior,
desenvolvendo atividades exploratorias de construgéo e interpretacdo de graficos. Os
resultados obtidos apontam que a visualizacao proporcionada pelo software contribuiu
para uma ressignificacdo de diversos conceitos e propriedades de derivadas que sao
requisitados na construcdo de graficos de funcdes reais, além de destacar, como
fundamental nos processos de ensino e aprendizagem de Calculo I, um equilibrio

entre 0S processos visuais e 0s processos algeébricos.

Conforme destacado por Alves e Reis (2010) e Jover (2013), além dos aspectos
mencionados, as tecnologias apresentam também potencialidades em seu uso, como
a colaboracao e interacdo que auxiliam na construgcdo do conhecimento de maneira

mais dindmica.

Também Marin (2009), em sua pesquisa junto a um grupo de professores
universitarios sobre o uso de TIC nas aulas de Célculo, levantou como potencialidade
das tecnologias a possibilidade de realizacdo de atividades antes impossiveis de
serem feitas somente com papel e lapis, 0 que acaba proporcionando a organizacao
de situacdes e atividades pedagogicas com maior potencial para aprendizagem, mas

ressalta que para isso é necessario um aumento no tempo de dedicacao do professor.

Outro aspecto importante ressaltado pelo autor em relagdo ao uso de
tecnologia pelo professor estd na necessidade de saida da zona de conforto
(PENTEADO, 2000), entendida como aquela em que tudo é feito rotineiramente, na
qgual ndo ocorrem mudancas, tudo € controlado e previsivel, para a entrada na zona
de risco (PENTEADO; SKOVSMOSE, 2008), em que podem ocorrer novos fatos, ha
flexibilidade, incerteza e imprevisibilidade, que muitas vezes despertam o medo e a

inseguranca em uma pratica docente.

Gravina e Santarosa (1998) também ressaltam a importancia dos cuidados com
a utilizacdo de tecnologias em sala de aula, em especial para que as atividades nao

sejam limitadas a repeticdo de exercicios. As autoras destacam que o software ndo
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pode dificultar a realiza¢do de uma tarefa devido ao ndo conhecimento ou dominio de

suas ferramentas e comandos.

Desse modo, é preciso que o professor tenha cuidado e atencéo na selecao de
um determinado software ou programa que deseja utilizar em suas aulas, pois ha
necessidade de analisar e optar por aquele que, prioritariamente, seja compativel com
0s objetivos tracados. Ainda, é importante que o professor também atente para o
contexto de sala de aula, considerando o publico alvo, o seu dominio de tecnologias,

a acessibilidade aos meios e o0 contexto de aplicacao.

Ademais, tendo conhecimento da realidade que circunda atualmente e da
relacdo entre a educacgéao e as tecnologias, optou-se, para realizacao desta proposta,
por utilizar o software Desmos, que é semelhante a uma calculadora gréfica, em que
€ possivel construir pontos, graficos de fungcdes (com ou sem restricbes de dominio),
cOnicas e regides do plano por meio de equacbes cartesianas, paramétricas ou
polares, além de calcular expressdes numéricas, resolver equacdes de primeiro e
segundo graus com uma incognita, derivadas e integrais de uma funcéo. O software
pode ser acessado por meio do computador ou de dispositivos mdveis, tem um
ambiente dindmico - que proporciona a interacdo -, possui uma interface amigavel,

além de ser gratuito e multi-idiomas.

O software Desmos foi selecionado por ser um programa de facil acesso e
manuseio, gratuito, apresentar uma Otima saida grafica e possibilitar o
compartilhamento das atividades e dos graficos, possibilitando deste modo o
desenvolvimento de um trabalho mais dinAmico e com Gtimo aproveitamento tanto

pelo professor quanto alunos.

2. 4 Mapeamento dos trabalhos sobre derivadas

Realizou-se a revisao tedrico-bibliografica, com o intuito de conhecer o que esta
sendo produzido em relagéo ao tema derivadas, com base em um levantamento! de
artigos completos publicados no Portal de Periédico da CAPES, utilizando critérios

para a selecdo dos trabalhos conforme apresentado no Quadro 1.



Quadro 1 - Critérios para sele¢éo dos artigos

Periodo de Publicacdo 2011 a 2016

Tipos Recursos

Tipo de Recurso Artigos Completos

Topicos Educacéao Matemaética; Educacdo;

Matemética; Calculo; Engenharia

Palavras-chave

Teaching And Derivatives; Learning And
Derivative; Ensefianza And Derivada;
Aprendizaje And Derivada; Tecnologia
And Derivada; Ensino And Derivada,
Aprendizagem And Derivada,
Tecnologias And Derivadas

Fonte: Elaborado pela autora

A partir dos dados apontados, foram encontrados 424 trabalhos. Porém, apés
a leitura dos titulos e resumos, observou-se que, dos trabalhos encontrados, somente
21 contemplaram as caracteristicas procuradas, as quais foram: o ensino e a

aprendizagem de derivadas, o0 uso de recursos e metodologias diferenciadas para o

ensino de derivadas.

O Quadro 2 a seguir sintetiza os artigos encontrados, oferecendo um panorama

em relacdo ao titulo, autor, ano de publicacéo e periddico. Para serem mencionados

posteriormente, os artigos foram designados por Ai, comi=1,2,3...21.

Quadro 2 - Trabalhos analisados sobre o ensino de derivadas

Item

Titulo (autores e ano) Periddico

1 | An APOS analysis of natural science |South African Journal
students’” understanding of derivatives. | of Education

(MAHARAJ, 2013)

Andlisis segun el Modelo Cognitivo |Bolema
2 APOS* del Aprendizaje Construido del
Concepto de la Derivada. (URQUIETA;

CARRILLO; ANDRADE, 2014)

Evaluacién de una estrategia didactica para | Revista
3 la apropiacién del concepto “derivada de una | Iberoamericana para
funcién”. (TELLES; ROMERO, 2016) la Investigacion y el

Desarrollo Educativo
- RIDE
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Los Mapas Conceptuales: una Técnica
para el Analisis de la Nocién de Derivada
en un Libro de Texto. (GORDILLO;
PINZON; MARTINEZ, 2016)

Formacién

Universitaria

Una Propuesta para el Analisis de las
Practicas Matematicas de Futuros
Profesores sobre Derivadas. (PINO-FAN;
GODINO; FONT, 2015)

Bolema

Andlise do desempenho dos alunos em
formacdo continuada sobre a interpretacao
grafica das derivadas de uma fungéo. (
BISOGNIN; BISOGNIN, 2011)

Educagéo
Matematica em

Pesquisa

Una Introduccion a la Derivada desde la
Variacion y el Cambio: resultados de una
investigacion con estudiantes de primer afio
de la universidad. (VRANCKEN; ENGLER,
2014)

Bolema

Assessing conceptual understanding in
mathematics: Using Derivative Function to
Solve Connected Problems. (ORHUN, 2013)

Turkish Online
Journal of Distance
Education-TOJDE

Atividades Investigativas de Aplicacdes das
Derivadas  Utilizando o  GeoGebra.
(GONCALVES; REIS, 2013)

Bolema

10

Analysis of errors in derivatives of
trigonometric functions. (SIYEPU, 2015)

International Journal

of STEM Education

11

Derivative, maxima and minima in a
graphical context. (RIVERA-FIGUEROA;
PONCE-CAMPUZANO, 2012)

International Journal
of Mathematical

12

Using Short Video Lectures to Enhance
Mathematics Learning — Experiences on
Differential and Integral Calculus Course for
Engineering Students. (KINNARI-
KORPELA, 2015)

Informatics in
Education

13

The Mathematical Work with the Derivative
of a Function: Teachers’ Practices with the

Bolema
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Idea of “Generic”. (PANERO; ARZARELLO;
SABENA, 2016)
Introducing Derivative via the Calculus
14 | Triangle. (WEBER, TALLMAN, BYERLEY, _
THOMPSON, 2012) Mathematics
Teacher
Discrete or continuous’_? — A model for a ZDM:  Mathematics
15 technology-supported discrete approach to Education
calculus. (WEIGAND, 2015)
Algunos Indicadores del Desarrollo del|g5iema
16 Esquema de Derivada de una Funcion.
(MATAMOROS; GARCIA; LINARES, 2013)
Faceta Epistémica Del Conocimiento | Educacao
17 Didactico-Matemético Sobre La Derivada. | Matematica em
(PINO-FAN; GODINO; MOLL, 2011) Pesquisa
Graphical construction of a local perspective | Mathematics
18 on differentiation and integration. (HONG; | Education Research
THOMAS, 2015) Journal
Is the derivative a function? If so, how do we | Educ Stud Math
19 | teachit? (PARK, 2015)
Professional development through lesson | Professional
20 study: teaching the derivative using | Development in
GeoGebra. Education
(VERHOEF; COENDERS; PIETERS;
SMAALEN; TALL, 2014)
Students’ evolving meaning about tangent | Technology,
21 line with the mediation of a Dynamic | Knowledge and
Geometry environment and na Instructional | Learning
Example Space. (BIZA, 2011)

Fonte: Elaborado pela autora

Por meio dos dados levantados, pode-se destacar os paises em que estao
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sendo realizadas pesquisas relacionadas ao ensino de derivadas e suas aplicagdes,

demonstrando a importancia do tema, seja a nivel nacional ou internacional. Dentre

os paises com publicacdes encontradas na pesquisa estdo: Africa do Sul (3), Chile
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(1), México (3), Colédmbia (1), Brasil (2), Argentina (1), Turquia (1), Finlandia (1), Grécia
(1), Itélia (1), Alemanha (1), Espanha (2), Coreia (1), Estados Unidos (1) e Holanda
(1).

O numero de artigos selecionados por ano de publicacdo pode ser visto no
Gréfico 12, que abarca o periodo dos ultimos 5 anos, demonstrando que o0 niUmero de
pesquisas cresceu até 2015, mas em 2016 ocorreu uma diminuicdo nas pesquisas,

mesmo este sendo um tema de grande relevancia no mundo académico.

Grafico 12 - Numero de Artigos/Ano
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Fonte: Elaborado pela autora

Dando continuidade ao estudo, concentraram-se esforcos em explorar 0s
textos dos artigos, procurando entender seus objetivos e destacar os referenciais
tedricos e os procedimentos utilizados no decorrer dos trabalhos. Isso com o intuito
de agrupa-los em categorias que pudessem contribuir na apresentacdo de um retrato
mais preciso a seu respeito, bem como identificar os estudos que mais se aproximam
dos interesses estabelecidos para o estudo cujo relato é o objeto do presente relatorio,

ou seja, aqueles que discutem o ensino de derivadas com uso de tecnologias.

Para melhor compreender os estudos que atualmente estdo sendo
desenvolvidos em relacdo a aprendizagem de derivadas, buscou-se elencar as
principais teorias que foram utilizadas de base para a realizagdo de cada trabalho
(QUADRO 3).



Quadro 3 - Teorias utilizadas nos artigos analisados

Artigos (ITEM) Principais Teorias

Al, A2, A10, | Teoria APOS (DUBINSKY e MCDONALD ,2001)

Al6

A3 Processo de assimilacdo e acomodacéao (PIAGET, 1977)

Ad Mapas Conceituais (NOVAK, CANAS, 1988)

A5, Al7 Enfoque ontosemiético (EOS) do conhecimento e da
instrucdo matematica (GODINO; BATANERO; FONT,
2007)

A6 Imagem de conceito e definicdo de conceito (TALL e
VINNER,1981)

A7 Linguagem e Pensamento variacional (CANTORAL et al.,
2003)

A8 Conhecimentos conceituais (TURKER, 1981;
VINNER,1989; TALL, 1991)

A9 Investigacbes matematicas (PONTE, BROCARDO e
OLIVEIRA, 2006)
Importancia da visualizacdo e do uso de software (COUY,
2008)

Al13 Processo de genética, através do modelo do MWS
(KUZNIAK e RICHARD, 2014) e as ferramentas semibticas
descritas pelo pacote semiotico (ARZARELLO, 2006).

Al4 Calculos de THOMPSON (1994, 2008)

Al5 Abordagem discreta (HANS-GEORG WEIGAND, 2016)

Al8 Pensamento matematico avancado (FAMT) (STEWART e
THOMAS 2007; THOMAS e STEWART 2011): trés
mundos da matematica (TWM; TALL 2004a, 2004b, 2008,
2013) e a Teoria APOS (DUBINSKY e MCDONALD 2001)
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Al9 Abordagem cognitiva (SFARD, 2008).

A20 Modelo Interligado de Crescimento Profissional (IMPG)
(CLARKE e HOLLINGSWORTH'S, 2002)

A21 Zona de desenvolvimento proximal (ZDP) (VYGOTSKY,
1978)

Fonte: Elaborado pela autora

Entre os trabalhos selecionados, o trabalho A1l constou da analise de livros
didaticos e 0 A12, do desenvolvimento e aplicacao de videos curtos como auxilio para
as aulas de Calculo, de modo que nao apresentaram uma teoria base para o

desenvolvimento de seus estudos.

Em analise aos artigos, o exercicio de traducdo e leitura possibilitou a
identificacdo de dois tipos de pesquisas - as tedricas e as empiricas - e algumas
caracteristicas comuns que permitiram o agrupamento dos artigos em categorias e
subcategorias. Nesse quesito, ressalta-se que os critérios para identificacédo e selecéo
adotados neste trabalho podem ser diferenciados, uma vez que o0s critérios aqui
estabelecidos levaram em consideracdo o objetivo da pesquisa e podem ser

efetuados de outra maneira.

No Quadro 4 estdo descritas as categorias e subcategorias elaboradas pela

autora.

Quadro 4 - Distribuicdo dos artigos em categorias e subcategorias

CATEGORIA SUBCATEGORIA/DESCRICAO NUMERO DE

ARTIGOS
B — Trabalhos de | B; — Trabalhos que analisam e 3
Natureza abordam a pratica docente
Empirica B, — Trabalhos que utilizam teorias 9

cognitivistas para analise das
concepcbes apresentadas pelos
alunos no processo de
aprendizagem
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B; — Trabalhos que utilizam 5
tecnologias como recurso
educacional
C — Trabalhos de | Trabalhos que apresentam 4
Natureza Tedrica | @Pordagens diferenciadas para o
ensino de Derivadas
Total 21

Fonte: Elaborado pela autora

No agrupamento efetuado, a primeira categoria - categoria B - é constituida por
trabalhos que apresentaram algum tipo de investigacdo empirica, ou seja, trabalhos
gque apresentam alguma experiéncia de ensino realizada com alunos e /ou
professores. Essa categoria esta subdividida em trés subcategorias. Cabe destacar
que a pesquisa empirica provém de uma pratica, de um experimento ou observacao
para a coleta de dados, e serve para ancorar e comprovar, no plano da experiéncia, o
que foi apresentado conceitualmente ou, em outros casos, a observacdo e

experimentacédo empiricas fornecem dados para sistematizar uma teoria. Os trabalhos

desta categoria estdo agrupados nas subcategorias B 5 By e B,

Inicialmente, na subcategoria designada &1, foram reunidos os trabalhos cujo
objetivo foi o de analisar e considerar as praticas docentes relacionadas ao ensino de
derivadas, podendo-se citar os trabalhos A4, A13 e A19. Em A4, a estratégia de ensino
utilizada foi a construgcdo de mapas conceituais por professores, referente aos
seguintes conteudos: limites, o conceito de derivada desde a nocédo de reta tangente
e da velocidade instantanea. Por meio desse trabalho realizou-se um comparativo
com mapas conceituais baseados em livro texto, neste caso o livro de Stewart (2008),
com a finalidade de identificar obstaculos no uso da terminologia matemética elencada
em muitos livros textos. O estudo realizado em A13 teve por objetivo analisar o papel
do professor na gestdo da génese semidtica dos processos cognitivos do Espaco de

Trabalho Matematico (MWS) e no processo de visualiza¢do, com énfase no momento

de mudanca da derivada de um ponto especifico *° para a derivada como funcéo

global da variavel * . Como resultado, apresentou-se a importancia de conduzir

cuidadosamente o passo do simbolo *o para o simbolo global * . Neste caso, o
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conceito foi apresentado como um exemplo significativo que, se bem conduzido, pode

se tornar um recurso para o entendimento do conceito.

O estudo realizado em A19 examinou como professores (instrutores) definiram
a derivada em um ponto usando o conceito de limite e passaram para a derivada de
uma funcdo em um intervalo, sob uma 6tica cognitiva, por meio do uso de filmagens
das aulas em duas turmas de Céalculo. Vérios resultados se destacaram, entre 0s
quais, o uso de varios mediadores visuais sem conexdes explicitas entre elas, o que
foi observado em diversas aulas. O estudo também forneceu exemplos de que a
experiéncia de muitos professores os cega as dificuldades que seus alunos tém em
aprender o que parece Obvio, demonstrando a desconexdo entre a narrativa do

professor e as habilidades dos alunos em aprender.

Na subcategoria 32, foram agrupados os trabalhos de natureza empirica que
utilizaram teorias cognitivistas para analisar as concepg¢des apresentadas pelos
alunos nos processos de ensino e aprendizagem de derivadas e suas aplicacdes (Al,
A2, A3, A5, A6, A7, A8, A10 e Al6), conforme elencado no Quadro 2, sobre as

principais teorias utilizadas.

Grande parte dos artigos encontrados utilizou da teoria APOS (Agé&o- Processo
- Objeto e Esquema) como suporte tedrico, a qual consiste em uma teoria cognitivista
gue visa compreender como ocorre a construcdo de conhecimentos matematicos.
Segundo essa teoria, um individuo precisa ter estruturas mentais apropriadas para
dar sentido a um determinado conceito matematico. As acdes, processos, objetos e
esquemas necessarios para compreender um conceito s&0 0 que se apresenta como
estruturas mentais. Logo, destaca-se, entdo, que para um aluno construir ou
compreender um conceito é necessario que ele tenha um esquema pré-existente. No
caso de derivadas, alguns conceitos ou esquemas pré-existentes sdo necessarios,
podendo-se citar: as manipulacdes algébricas e fungbes, conforme apontado no
trabalho Al.

O trabalho Al salientou também a necessidade de se dedicar mais tempo para
auxiliar os alunos a desenvolverem as estruturas mentais nos niveis de processo,
objeto e esquema, o que envolve abordagens verbais e gréaficas para aplicacdes do

conceito de derivada. Ainda, em A2 foi possivel diagnosticar que o conceito de
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7

derivada em um ponto ndo € compreendido no nivel de acdo, pois os alunos
demonstraram ter dificuldades para ampliar seus conhecimentos acerca da
abordagem geométrica do conceito, bem como apresentaram dificuldades em
discriminar sentencas verdadeiras de falsas, quanto as propriedades da derivada

relacionadas a sua monotonicidade e a concavidade de uma funcéo.

A dificuldade relacionada a compreenséo dos aspectos geométrico e gréfico do
conceito de derivada muitas vezes ocorre, pois, 0 aluno ndo possui uma imagem de
conceito relacionada a esse contetudo. Segundo Tall e Vinner (1981), o aluno pode
aprender de maneira significativa, a medida que tem oportunidade de criar diferentes
imagens conceituais referentes a um determinado conteddo matematico, em que a
representacdo grafica pode contribuir significativamente para a construcdo desta
imagem conceitual. No trabalho A6, as autoras destacaram algumas das dificuldades
encontradas pelos alunos frente a exploracao grafica de derivadas,entre as quais
pode-se mencionar: dificuldades em andlises do intervalo a partir da derivada primeira
e segunda; nas analises dos zeros da derivada 12 e 22; nos pontos onde a derivada

12 ndo existe; da existéncia da derivada 12 e a continuidade de funcdes.

Em algumas pesquisas relacionadas nesta subcategoria (A3, A7, A8), salienta-
se a necessidade de ligacao entre diferentes representacées do mesmo conceito, para
sua compreensao e explicacdo. Em A7, trabalhou-se a taxa de variacao em diferentes
problemas, em que a sequéncia didatica utilizada proporcionou a motivacdo aos

alunos e mobilizou suas concepcdes, proporcionando o conhecimento sobre derivada.

No caso das derivadas, faz-se necessaria a ligacdo entre problemas,
interpretagéo grafica, numérica e analitica e os conhecimentos prévios dos alunos, de
modo que o0 conhecimento conceitual adquira significado e aplicabilidade.
Constatacdo analoga percebeu-se no trabalho A10 que, por meio de aplicacdo de
testes ap6s a discussdo do conteudo pelo professor, buscou analisar os erros
cometidos pelos alunos em patrticular, na derivacao de fungdes trigopnométricas. Por
meio deste trabalho, destacou-se que os erros exibidos pelos alunos eram conceituais

e processuais, de interpretacdo e extrapolagéo linear.

Outro trabalho (A16) desta subcategoria caracterizou alguns indicadores do

desenvolvimento do esquema de derivada por estudantes do ensino superior,
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utilizando os niveis inter, intra e trans do desenvolvimento de um esquema proposto
por Piaget e Garcia, relacionados a equivaléncia logica entre diferentes elementos
matematicos utilizados pelos alunos para resolver um problema. Para coleta de dados,
0s autores fizeram uso de questionarios com atividades envolvendo a exploracéao
grafica do conceito de derivada e a resolucdo de um problema, além de uma
entrevista. Foi possivel destacar que dentro dos elementos mateméaticos que formam
a nocao de derivada tem-se distinguido dois blocos: um vinculado as ideias e
significados que norteiam a definicdo de derivada e outro vinculado as propriedades

que tém a forma de implica¢@es, implicagdo contraria e equivaléncia.

As pesquisas inseridas na subcategoria B ( A9, Al12, A18, A20, A21)
analisam, implementam e discutem o uso de tecnologias, como ferramenta
educacional capaz de contribuir para o aprendizado de conceitos envolvendo
Derivadas. Como principal recurso tecnolégico, utilizaram-se os softwares, podendo-
se citar: Geogebra (A9, A20), Dynamic Geometry (A21) e CAS calculator (A18). No

trabalho A12 foram utilizados videos de curta duracéo.

Em um dos trabalhos (A9), o uso do software foi destacado, pois possibilitou a
investigacdo e experimentacdo matematica, principalmente no aspecto de
visualizacao, contribuindo para a ressignificacdo dos conhecimentos e criacdo de um
ambiente de aprendizagem diferenciado. Em outro (A20), o software em parceria com
a metodologia de licdes japonesas, método através do qual os professores estudam
colaborativamente as prOprias praticas através da observacao de pares, avaliacdo e
revisdo, demonstra a importancia da incorporagdo conceitual e ndo somente do
simbolismo operacional, pois a tecnologia tem a capacidade de proporcionar maior e
mais facil as mudltiplas representacées de conceitos, anteriormente trabalhados

somente de modo algébrico e numérico.

Em Al12, o uso de videos de curta duracdo para o ensino de derivadas,
demonstra ser um método positivo, pois por meio da possibilidade de assistir no
momento mais adequado. Ainda, o aluno tem a possibilidade de rever quantas vezes
forem necessarias, possibilitando a internalizacdo e a compreensdo dos conceitos,
levando-se em consideracéo a capacidade e a limitagcdo de cada sujeito. De acordo

com a pesquisa, 0s alunos com baixa proficiéncia em matematica tiveram mais tempo
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para pensar e repetir as explicagdes assistidas. Assim, de maneira geral os videos

sdo um recurso adequado para apresentar um contelldo matematico.

Na categoria C, foram reunidos os trabalhos de natureza tedrica. Nessa
categoria se encontram os trabalhos que apresentam discussdes e novas abordagens
para o ensino de derivadas (Al11, Al14, Al15, A17). A pesquisa desenvolvida em Al7,
buscou realizar uma sintese de conhecimentos sobre a derivada, relativos ao
componente epistémico do conhecimento didatico matematico, conhecimento este
necessario para a pratica docente. Para a realizacdo da pesquisa, 0s autores
utilizaram o enfoque ontosemidtico (EOS) da cognicdo e instrucdo matematica,
enfocada em diversos trabalhos de Godino e seus colaboradores.

O trabalho Al17, realizou-se por meio da andlise documental, em que foi
possivel descrever nove configuracdes epistémicas identificadas ao longo do periodo
histérico de derivadas, assim organizadas: [1] A tangente na matematica Grega; [2]
Sobre a variacdo na Idade Média; [3] Métodos algébricos para encontrar tangentes;
[4] Concepcdes cinematicas para o tracado de tangentes; [5] As ideias intuitivas de
limites para o calculo de maximos e minimos; [6] Métodos infinitesimais no calculo de
tangentes; [7] O Célculo de Fluxiones; [8] O célculo de diferenciais e [9] A derivada

como limite.

Essa importante pesquisa de reconstrucao do significado global de derivada,

mostra

a necessidade de se conhecer em profundidade o significado dos objetos
matematicos que fazem parte de um determinado contelido, a fim de ter-se
condicdes para estabelecer critérios para a sele¢édo de problemas e préaticas
de matematica a serem incluidos nos planos e processos de formacgéo
segundo as necessidades sociais e profissionais de um determinado grupo
de pessoas a quem se destina. No caso das derivadas, o seu significado
global é peca chave para o conhecimento didatico-matemético do professor
(PINO-FAN; GODINO, MOLL, 2011, p. 175, tradu¢é@o nossa).

Outras pesquisas como All, Al4 e A15 demonstraram ou analisam métodos
para a conceituacdo de derivada e suas aplicagcbes. Em All foi apresentada a
exploracéo grafica do conceito de derivadas e dos maximos e minimos de uma funcgéo,

fazendo uma ponte entre contexto grafico e provas formais. Tal contexto foi discutido
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por meio da analise de livros didaticos, a fim de salientar a importancia desse trabalho
e saber de suas limitagGes e implicagdes no trabalho docente.

Ja a pesquisa Al4 propés uma abordagem que se baseia na pesquisa de
Calculos de Thompson (1994, 2008), que introduz o conceito de derivada de maneira
que mantém a centralidade na taxa de mudanga como suporte conceitual, através do
triangulo de Calculo. Acredita-se que essa abordagem facilita os entendimentos da
derivada, fornecendo exemplos de sua utilidade. A intencdo da abordagem foi a de
“permitir que os alunos visualizem a mudangca em uma fung¢ao devido a mudanca em
seu argumento” (WEBER et al, 2012, p. 4).

Outra abordagem apresentada como alternativa para a aprendizagem dos
conceitos relacionados a derivacdo foi apresentada por A1l5, tratando-se de um
projeto em andamento, designado: “ABC - Uma abordagem discreta dos conceitos
basicos do calculo”. Por meio da proposta de abordagem discreta espera-se que

o aluno elabore o conceito de derivada local de uma fungdo em um ponto e
dé uma chance de uma melhor compreensédo do processo de aproximacao,
devido a possibilidade de construgéo gradual deste processo. Mas também
se espera que a apresentacdo paralela de sequéncias (Ou funcdes discretas)
e suas sequéncias de diferencas (Ou funcdes) permitem também uma

compreensdo bem fundamentada do conceito de uma funcéo derivada
(global) (WEIGAND, 2016, p. 2585, traducdo nossa).

O uso de diferentes abordagens tem se mostrado uma alternativa para a
compreensao dos conceitos matematicos envolvidos no Calculo Diferencial e Integral,
mais especificamente em Derivadas. Como se pode observar nesta categoria, as
alternativas séo advindas de diferentes abordagens, mas que tem por objetivo
despertar o interesse e promover a aprendizagem dos alunos, para que estes tenham
condicBes de analisar e resolver problemas matematicos que abordam o conceito de

derivadas.

Por meio da leitura, traducédo e analise dos artigos encontrados foi possivel
mapear 0s principais enfoques de pesquisa relacionados ao tema Derivadas: 1-
preocupacdo com o cognitivo do aluno- estruturas e conhecimento; 2- Analise da
pratica docente — papel do professor e condi¢des; 3- Abordagem tedrica e propostas
didaticas; 4- Metodologias aplicadas — TIC’s.
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Um ponto importante a ser destacado em relagdo aos trabalhos analisados
refere-se ao fato de que as pesquisas apresentam contextos variados, ndo se tratando
somente de alunos dos cursos de Licenciatura em Matemética, mas de diferentes
cursos, como os das areas de Engenharia e de Ciéncias, demonstrando a importancia

do tema por sua aplicacdo em diferentes areas do conhecimento.

Devido as aplicacbes da derivada em problemas variados, percebeu-se que
ainda € recorrente a dificuldade dos alunos em analisar, interpretar e resolver
problemas que requerem um dominio matematico relacionado ao conceito de
derivadas. Tal dificuldade esta relacionada a inexisténcia ou falta de abordagem
unificada dos conceitos de derivada, os quais precisam ser expressos de forma
geométrica, grafica, numérica e algébrica, e podem ser explorados de diversas

formas, com metodologias e recursos didaticos apropriados.

Outro ponto que merece atencao € a andlise em torno do conhecimento prévio
dos alunos, ou seja, da estrutura mental de cada individuo, pois segundo pesquisas
neste trabalho apresentadas, um aluno necessita de estruturas mentais adequadas
para incorporacdo de um novo objeto a ser trabalhado. Esse aspecto precisa ser
considerado quando se prop8e o ensino de um contetdo muitas vezes desconhecido
ou que contempla um numero expressivo de outros conceitos, como no caso de

derivadas.

Em relacdo ao dominio do contetdo pelo professor, apontou-se a necessidade
de conhecimento global sobre o conceito derivadas, destacando que o professor
selecionard a abordagem de acordo com o curso e seus objetivos, levando em

consideracao o desenvolvimento cientifico e tecnolégico de seus alunos.

Percebeu-se, ainda, com este mapeamento que as dificuldades existentes no
ensino e na aprendizagem de Derivadas, evidenciadas pelos altos indices de
reprovacado nos cursos iniciais de Calculo, constituem a principal motivacdo para

realizacdo dos trabalhos analisados.

Este estudo revelou, ademais, que hd uma gama de questbes a serem
investigadas e que € necessario, ainda, que novos trabalhos sejam realizados
levando-se em conta o ensino e a aprendizagem de elementos de Derivadas e suas

aplicacdes no Ensino Superior.
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3 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

O pesquisador nao é somente quem sabe acumular dados mensurados, mas,
sobretudo quem nunca desiste de questionar a realidade, sabendo que
gualguer conhecimento é apenas recorte.

Demo, 2004.

Este capitulo esta dividido em trés se¢des, nas quais sdo apresentadas as
caracteristicas e as acdes metodologicas adotadas na elaboracdo e no
desenvolvimento da investigacdo proposta. Sendo assim, descrevem-se a
caracterizacdo da pesquisa, 0s sujeitos envolvidos e o contexto da pesquisa, a
intervencdo pedagdgica, os procedimentos e os instrumentos utilizados para a coleta
e a analise de dados.

3.1 Caracterizagdo da pesquisa

Atendendo aos objetivos com o desenvolvimento desta pesquisa, optamos por
uma metodologia de pesquisa qualitativa que possibilita a atuacéo e a intervenc¢ao do
professor em sala de aula, atuando como pesquisador. Segundo Denzin e Lincoln

(2006), busca-se na pesquisa qualitativa estudar as coisas em seus cenarios naturais,



69

envolvendo uma abordagem interpretativa do mundo. Uma das caracteristicas desta
abordagem € a investigacdo com pequenos grupos, favorecendo a qualidade, mas

podendo definir a amostra a ser utilizada na pesquisa.

Godoy (1995, p. 58) explicita algumas caracteristicas principais de uma

pesquisa qualitativa, as quais embasam também este trabalho:

Considera o ambiente como fonte direta dos dados e o pesquisador como
instrumento chave; possui carater descritivo; 0 processo é o foco principal de
abordagem e ndo o resultado ou o produto; a analise dos dados foi realizada
de forma intuitiva e indutivamente pelo pesquisador; ndo requereu o uso de
técnicas e métodos estatisticos; e, por fim, teve como preocupacéo maior a
interpretacdo de fenbmenos e a atribuicio de resultados.

Segundo Vieira e Zouain (2005), a pesquisa qualitativa atribui importancia
fundamental aos depoimentos dos atores sociais envolvidos, aos discursos e aos
significados transmitidos por eles, o que permite desvelar a realidade sob o olhar do

sujeito pesquisado e ndo apenas do pesquisador.

Nessa perspectiva, tanto os participantes quanto o pesquisador séo valorizados
e passam a estabelecer uma relacao de colaboragéo, de modo que “[...] ndo se pode,
no processo de investigacdo, deixar de valorizar a imersdo do pesquisador no
contexto, em interacdo com os participantes, procurando apreender o significado por
eles atribuido aos fendmenos estudados” (ALVES, 1991, p. 55). Para Creswel (2007),
a preocupacdo com 0 processo é muito maior do que com o produto, ou seja, 0
interesse do pesquisador ao estudar um determinado problema esta em verificar
‘como” ele se manifesta nas atividades, nos procedimentos e nas interacdes
cotidianas, portanto, € mais participativa e menos controlavel, sendo que os

participantes podem direcionar o rumo em suas interagcdes com o pesquisador.

Para elaborar as atividades, realizar a intervencdo e analisar os resultados,
buscou-se o auxilio de teoricos que utilizaram tecnologias para o ensino de Célculo
Diferencial e Integral (CDI), discutem sua importancia e relevancia e utilizam estes
recursos computacionais como fontes promotoras de aprendizagem e de um espaco
pedagogico mais dindmico e interativo (PARANHOS, 2009; MARIN, 2009, entre

outros).
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Logo, este estudo se caracteriza como exploratério e descritivo, haja visto que
buscou investigar as potencialidades do uso de atividades apoiadas ao uso de um
software no contexto educacional, no qual os participantes (pesquisados) tiveram
oportunidade de expressar seu pensando diante de um tema, objeto ou conceito,

neste caso, a derivada.

3.2 Sujeitos e Contexto da pesquisa

Como contexto de investigacao e publico para desenvolvimento da proposta,
contou-se com um grupo de alunos matriculados no Curso de Licenciatura em
Matematica de uma Universidade Particular do Estado do Rio Grande do Sul, na
regido Noroeste do Estado. O estudo envolveu 17 estudantes da faixa etaria entre 20

a 24 anos, pertencentes desde o 2° até 7° semestre do Curso.

O curso de Licenciatura em Matemética na Instituicdo em que se efetuou o
estudo conta atualmente com diversos laboratorios: Laboratorio de Ensino de
Matematica, que é um espaco de producédo de atividades de ensino e articulacdo com
as Disciplinas do Curso e com as Escolas de Educacdo Bésica; Laboratorio de
Multimidias, equipado com TV, retroprojetor, video e computadores; Laboratério
Virtual de Matematica e Laboratério de Informética, espaco com softwares especificos

do curso.

A matriz curricular do curso agrega as disciplinas de Pré-Calculo, ofertada no
segundo semestre, Célculo | no terceiro semestre, Calculo II, Célculo Ill e Célculo IV
sucessivamente nos semestres que seguem. Atualmente em todo curso ha 54 alunos
regularmente matriculados, que podem, além de frequentar as aulas regulares,
participar de projetos de extensdo em diversas areas, como a de praticas
colaborativas e interativas de Matematica, o uso de informética para o ensino de

matematica na Educacéo Basica, entre outros.

O curso também conta o Nucleo de Formacdao de Professores, cujas disciplinas
que o estruturam séo distribuidas entre os diferentes &mbitos de formacao, propostos

nas respectivas Diretrizes Curriculares, incluindo disciplinas de Formacao Geral e
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Humanista, Formac&o Geral do Professor, Formacdo nas Areas de Conhecimento e

aquelas da Formacéao Especifica.

Nessa Universidade, a autora desta dissertacdo buscou parceria para o
desenvolvimento da intervencéo, pois conhecia a instituicdo e ndo se encontrava em
sala de aula naquele periodo, sendo necesséria a colaboracdo e parceria para o
desenvolvimento desta proposta.

Para a intervencdo, ndo foram selecionados alunos, sequer uma turma em
especifico, por se tratar do oferecimento de uma Oficina Pedagodgica pertencente a
Semana Académica do Curso, para a qual os alunos se inscreveram de acordo com
a disponibilidade de tempo e/ou interesse, fazendo com que o publico alvo fosse misto,

composto por alunos de diferentes semestres do curso.

Desse modo, a oficina pedagdgica foi desenvolvida no laboratério de
Informatica da Instituicdo, durante duas noites, dias 24 e 25 de maio de 2018, como
parte da Semana Académica do Curso de Licenciatura em Matematica, totalizando 8
h/aula. O desenvolvimento das atividades contou com registros escritos, fotograficos
e de audio. Os alunos realizaram as atividades individualmente, em folhas impressas
e também discussBes em grupo sobre as respostas obtidas, de modo a promover a
socializagcdo do conceito estudado e sanar possiveis duvidas surgidas no decorrer do
desenvolvimento das atividades.

No primeiro encontro compareceram 17 alunos, enguanto no segundo
compareceram 6 alunos. O numero de participacdes foi afetado devido a Greve
instaurada pelos caminhoneiros, realizada justamente neste periodo, o que ocasionou
falta de transporte aos alunos, refletindo assim no nimero de participacdes, pois 0s

alunos se deslocam de outras cidades para a realizacdo do Curso a noite.

Dos 17 participantes da primeira noite de Oficina, 7 eram do sexo masculino e
10 do sexo feminino. Por tratar-se de uma oficina aberta a todos os alunos do Curso
de Licenciatura, realizamos o levantamento sobre a atual situacdo dos alunos no
Curso, no sentido de identificar o semestre ao qual pertenciam. Por meio dos dados

obtidos elaborou-se o0 Quadro 5 que segue abaixo.
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QUADRO 5 - Situacéo dos alunos por semestre.

SEMESTRE QUANTIDADE DE ALUNOS
(o]

=

40

50

60

70
Fonte: Elaborado pela autora
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3.3 A proposta de Intervencgéao

Como referendado anteriormente, o presente estudo se realizou em duas
etapas em que, primeiramente realizou-se a elaboracao e organizacao das atividades
a serem desenvolvidas com apoio do Desmos. Nessas atividades séo relacionadas a
definicdo da derivada como inclinacao da reta tangente a curva de uma fungcao em um
determinado ponto; como taxa de variagdo instantanea, além de explorar o

comportamento grafico de uma funcéo por meio da andlise do gréafico de sua derivada.

Na segunda etapa, realizou-se a aplicacdo das atividades na oficina
pedagogica de modo presencial, durante o segundo semestre do ano letivo. A
pesquisadora utilizou o recurso tecnoldgico de forma expositiva dialogada (data show)
e durante a sequéncia didatica cada aluno usou o computador com acesso ao software
Desmos para realizar as atividades. Na sequéncia (QUADRO 6) apresenta-se uma
sintese das atividades que compuseram a Oficina Pedagdgica, seus respectivos
objetivos e tempo de duracdo aproximado. Destacamos que Al refere-se a atividade
1, A2 a atividade 2 e assim sucessivamente, até a atividade 4.

Quadro 6 — Atividades da Intervencao Pedagdgica e Objetivos

ATIVIDADES OBJETIVOS DURAQAO
Compreender a relagdo entre a reta
secante e a reta tangente a uma curva,
utilizando o conceito de limite através da
Al: Derivada como inclinagéo | exploracéo gréfica;

da reta tangente a um ponto 2 horas e 30
Conceituar derivada como sendo a | minutos
inclinacdo da reta tangente a uma fungéo
em um determinado ponto
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A2: Derivada como taxa de | Relacionar a taxa de variacao instantanea
variacdo instantanea com a derivada. 1 hora e 30
minutos

A3: Inclinagdes positiva, | Diferenciar inclinacdes positivas,
negativa e nula da reta | negativas e nulas da reta tangente a uma
tangente a curva de uma | funcéo e relacionar ao comportamento da
funcéo. fungéo. 1 hora e 45

minutos

Compreender a relacdo entre o
crescimento e decrescimento de uma
A4:  Comportamento  da | funcéo pela andlise da derivada;

funcdo através da analise da
derivada. Identificar os pontos de maximo e minimo | 2 horas e 15
de uma funcdo através do grafico da | minutos
derivada.

Fonte: Elaborado pela autora

A proposta dessa investigacdo foi proporcionar um ambiente dindmico e mais
motivador aos alunos, buscando o desenvolvimento de atividades que envolvam as
representacfes numéricas e gréficas referentes ao conceito de derivada e também a
sua interpretacao gréafica. As atividades (APENDICES A, B, C, D) foram desenvolvidas
com auxilio do software Desmos (ANEXO A), disponivel no endereco

https://teacher.desmos.com/ .

Ressalta-se que a escolha do software Desmos, se deu devido a este ser um
programa livre, disponibilizado gratuitamente na internet, com acesso por qualquer
aparelho eletronico para trabalho on-line, ou como aplicativo para trabalho off-line,
sendo que este possibilita o trabalho colaborativo, possui comandos acessiveis e
simples, tendo a disponibilidade de construcdo de gréaficos, marcacdo de pontos,
construcdo de tabelas, controle deslizante, entre outras opcées. Também possibilita a

visualizacao do grafico da funcéo derivada.

3.4 Instrumentos da coleta de dados

A coleta de dados foi realizada através da observacao participante, pois atuou-
se como professora pesquisadora. Esse método possibilita ao pesquisador aprender

mais sobre as atividades das pessoas em seu contexto natural, através da observacgao


https://teacher.desmos.com/
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e da participagdo nas atividades (KAWULICH, 2005). H4, também, a possibilidade de
0 pesquisador compartilhar experiéncias ndo somente observando, mas interagindo
com os participantes, e utilizando-se de alguns instrumentos para o registro e coleta

de dados, como:

- Fotos, audio e posterior transcricdo dos audios de cada encontro, gerando
material escrito para posterior analise. Fiorentini e Lorenzato (2007, p. 201) afirmam
que o uso desses instrumentos “[...] permitem registrar, com mais acuidade, eventos
importantes que fardo parte do material de analise da pesquisa”. Ressaltam, ainda, a

necessidade de familiarizacdo dos envolvidos com os equipamentos utilizados.

- Questionario individual impresso (APENDICE E) aplicado no final da Oficina,
pelo qual buscou-se a opinido dos participantes sobre a utilizacao de tecnologia como
auxilio para o ensino de derivadas e como forma de validar as atividades propostas.
O questionario, composto de perguntas abertas e fechadas, cuja escolha deve-se pelo

ao fato das vantagens apresentadas frente a sua aplicacdo em pesquisas, tais como:

Mais tempo para responder e em hora mais favoravel; ha mais uniformidade
na avaliacdo, em virtude da natureza impessoal do instrumento; obtém
respostas mais rapidas e mais precisas; ha maior liberdade nas respostas,
em razdo do anonimato; mais seguranca, pelo fato de as respostas nao
serem identificadas; menos risco de distorcdo, pela nédo influéncia do
pesquisador; obtém respostas que materialmente seriam inacessiveis
(MARCONI e LAKATOS, 2002, p. 52).

- Registro das resolucdes nas folhas de atividades. Estas foram recolhidas,
reproduzidas e devolvidas aos alunos. Esse instrumento foi o que possibilitou uma
analise mais pormenorizada das respostas e das dificuldades apresentadas pelos

alunos.

- O diario de campo, como recurso cientifico, consiste em uma forma de registro
de observacdes, comentarios e reflexdes para uso individual do pesquisador para
posterior analise, uma forma de complementacdo das informac¢des sobre o cenario
onde a pesquisa se desenvolve e em que estdo envolvidos os sujeitos, a partir do
registro de todas as informac¢des que nao sejam aquelas coletadas em contatos e

entrevistas formais (TRIVINOS, 1987). Sua utilizag&o pode levar a reflexdo sobre os
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acontecimentos ocorridos e nao requerer conhecimento aprofundado para seu devido

uso.

O processo de analise e discusséao dos dados coletados esteve ancorado nos
pressupostos da analise de conteudo, que de acordo com Bardin (2009) tem por
objetivo a manipulacdo de mensagens (conteudo e expressao deste conteudo). Trata-
se de

[...] um conjunto de técnicas de analise das comunicac¢des, visando obter por
procedimentos sistematicos e objetivos de descricdo do contetdo das
mensagens indicadores (quantitativos ou ndo) que permitam a inferéncia de
conhecimentos relativos as condicbes de producéo/recepcdo [...] destas
mensagens (BARDIN, 2009, p. 42)

Neste caso segundo Richardson (1999) a analise de conteudo fara a descricao
do texto, segundo a forma apresentada, isto é, os simbolos empregados, as palavras,
frases, temas e expressOes, na tentativa de verificar as tendéncias dos textos ou

respostas e a adequacao do conteido em estudo.

Ressalta-se que a analise e interpretacdo dos dados é um processo constante,
0 que leva a reflexdo continua sobre os dados e é nitidamente parte das demais
atividades do processo, como a coleta de dados e a formulacdo da questdo de
pesquisa (CRESWELL, 2007).
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4 DESCRICAO E ANALISE DA INTERVENCAO PEDAGOGICA

A Matematica ndo é uma ciéncia cristalizada e imével; ela esta afetada por
uma continua expansao e revisdo dos seus préprios conceitos. Nao se deve
apresentar a Matematica como uma disciplina fechada, homogénea, abstrata
ou desligada da realidade. Ao longo do tempo, ela esteve ligada a diferentes
areas do conhecimento, respondendo a muitas questfes e necessidades do
homem, ajudando-o a intervir no mundo que o rodeava. Porém, mesmo com
tal importancia, a disciplina da Matematica tem as vezes uma conota¢&o
negativa que influencia os alunos, alterando mesmo o seu percurso escolar.
Eles sentem dificuldades na aprendizagem da Matemética e muitas vezes
sao reprovados nesta disciplina, ou entdo, mesmo que aprovados, sentem
dificuldades em utilizar o conhecimento “adquirido”, em sintese, nao
conseguem efetivamente terem acesso a esse saber de fundamental
importancia (SANTOS et al, 2007).

O presente capitulo, apresentado em trés secdes, dedica-se a descricdo das
atividades da Intervencdo Pedagdgica e a analise dos dados obtidos por meio das
atividades e do questionario de avaliacdo e validacao das atividades respondido pelos

participantes.

Assim, apresentamos inicialmente uma breve descricdo das atividades
realizadas pelos participantes, além de observagdes pertinentes feitas no decorrer do

desenvolvimento, que foram registradas em nosso diario de campo.

Ressalta-se que as atividades foram elaboradas de forma a promover a

participacdo ativa dos alunos e possibilitar um ambiente de dialogo e discusséao.
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Dessa forma, seria possivel que os alunos vivenciassem processos caracteristicos
proporcionados pelo uso da tecnologia, como a experimentacao e a investigacdo em
conteudos matematicos, além de estimular a percepc¢éao visual dos alunos (BORBA e

PENTEADO, 2001), auxiliando na construcao e ressignificacdo de conceitos.

Outro aspecto importante das atividades propostas € o possivel
estabelecimento de relagBes entre os conhecimentos ja construidos e as atividades
realizadas, além da possibilidade de estabelecer relacdo entre as representacfes
algébricas e geométricas envolvidas no conceito de derivada. Considerou-se que as
atividades foram adequadas para que o0s participantes estabelecessem essas
relacdes, principalmente através do uso da visualiza¢do proporcionada pelo Desmos
gue além de promover a intuicdo e o entendimento, possibilita uma abrangéncia maior
dos assuntos matematicos, permitindo aos alunos ndo somente aprenderem
matematica, mas se tornarem capazes de fazer sua propria matematica (FLORES,
2012).

Na andlise dos dados, tendo em vista preservar a identidade e a integridade
dos sujeitos envolvidos na pesquisa, foram utilizadas letras a fim de identificar e
diferenciar os alunos que participaram da intervencéo pedagogica. Utilizou-se a letra
E para indicar os estudantes, completando com nimeros os 17 participantes da
pesquisa, como E1, E2, E3,..., E17.

4.1 Descrevendo as atividades

Desenvolver uma abordagem alternativa para explorar a diferentes
representacdes da derivada, utilizando como ferramenta de apoio o software grafico
Desmos foi o principal objetivo do trabalho junto aos alunos. Elaborou-se, para tanto,

uma oficina pedagdgica, cujo desenvolvimento sera apresentado nesta secéo

Cientes do intuito da pratica, iniciou-se o trabalho solicitando aos alunos o
acesso ao software Desmos, para que pudessem interagir com o aplicativo, conhecer
seus principais comandos e ferramentas, de modo a proporcionar um primeiro contato

com essa ferramenta, além de expor o motivo de sua utilizagdo na atividade.
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ApOGs essa exposicao inicial, tendo conhecimento de que o publico alvo da
Oficina era misto, sendo que alguns ja haviam cursado a disciplina de Calculo |,
indagou-se sobre a real importancia do estudo do Calculo na graduacdo e, em
especial do aprendizado do conceito de Derivada. Para que estudar Calculo? E
derivada? A partir desse guestionamento, passou-se a ver alguns exemplos de
aplicacdo da derivada, como no caso do estudo da inclinagcdo de uma rampa em
formato de curva e a questédo de inclinacdo variada em uma funcéo, exemplos para

contextualizar a atividade inicial.

Ressaltou-se, ainda, a necessidade de estudo grafico e geométrico do conceito
de derivada, pois atualmente pesquisas tém evidenciado um trabalho mais algébrico
diante deste conceito, o que acaba resultando em problemas de interpretacédo e
integracdo dos aspectos grafico e geométrico. Enfim, procurou-se dar aos alunos um

panorama sobre a oficina pedagoégica da qual participariam.

A seguir, foram transcritas as atividades que compdem a Oficina Pedagdgica e
registrou-se mais detalhadamente, logo abaixo de cada uma, os objetivos pretendidos
com sua realizacdo, bem como a imagem dos graficos utilizados na proposta. Tendo
em vista que o desenvolvimento das atividades teve um “impacto” semelhante nos
alunos, escolheu-se a resposta de pelo menos um aluno?para demonstrar a solucdo

apresentada e as possiveis contribuicdes de seu desenvolvimento.

Atividade Al - Derivada como inclinacdo da reta tangente a um ponto
(APENDICE A)

Objetivos e Andlise da Atividade Al

Esta atividade foi elaborada com a pretensao de que os alunos estabelecessem
relacbes e/ou ressignificassem 0 conceito matematico expresso pela definicao

apresentada nos livros de Calculo Diferencial e Integral como:

2 Nas respostas dadas pelos alunos, preservamos a linguagem usada por eles.
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Se  P(xo,f(x)) é um ponto do grafico de uma funcdo f entdo a reta

tangente ao grafico de f em P, também chamada de reta tangente ao gréafico
de f em x,, é definida como sendo a reta que passa por P com inclinacéo

My = lim fx1)—f(x0)
X1-X9 X1 Xo

Contando que este limite exista. Se o limite ndo existir, entdo concordamos
gue ndo ha nenhuma reta tangente ao grafico em P (ANTON, 2000, p. 178).

Os objetivos frente ao desenvolvimento da atividade foram os seguintes:
compreender a relagdo entre a reta secante e a reta tangente a uma curva; estimular
a percepc¢ao visual do conceito de limite e inclinacdo da reta tangente; relacionar
aproximacfes com o conceito de limite; conceituar derivada como inclinacdo da reta
tangente a um ponto da funcdo. Durante a realizacdo da Atividade 1, os alunos

utilizaram o Gréfico 13, composto pela curva de uma fungéo e duas retas.

Gréfico 13 — Retas e Curva da funcao correspondente a Atividade Al

Fonte: Arquivo pessoal da autora

Como a base para o trabalho estava na compreensao de que a inclinagao da
reta tangente a um ponto da curva da funcdo é encontrada por meio do limite da
inclinacdo da reta secante, os alunos iniciaram a atividade tentando diferenciar a reta
tangente da reta secante a curva. Diante dessa parte da atividade alguns alunos

sentiram dificuldade para diferenciar ponto de tangéncia do ponto de interseccgéo.

Algumas das respostas apresentadas a esta questdo, como mostra a Figura 9,
evidenciam a falta de dominio referente a conceitos matematicos mais elementares,

como no caso dos termos tangente e intercepto, 0 que nos levou a retomar estes
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conceitos para que os alunos pudessem acompanhar o desenvolvimento das

atividades.

De acordo com Frescki e Pigatto (2009), tais dificuldades podem estar
relacionadas a inabilidade de explorar esses conteddos de maneira mais rigorosa,
pois ocorre uma tendéncia de quase sempre “decorar” e aplicar formulas de modo
“artificial” em detrimento de um entendimento mais amplo e significativo do conceito,
iSSo ja no ensino basico, o que acaba provocando dificuldades e problemas para a

construcdo de outros conceitos matematicos.

Figura 9 — Resposta apresentada para diferenciacao entre retas do aluno E15

1- Dado o grafico da fung¢do J ) ¢ duas retas. Qual das retas ¢ secante e qual ¢ tangente
a curva da fungo? Justifique sua resposta.
Tangente:

A Xeta o2l & Tonmdonee porqe <o f&&sm’ ,Mz @3 T
4 bl '

i I
Ao, wnTevrseqzs rm?) o iﬂ“\wf[ .

{

Secante:

L .-

Fonte: Atividade do aluno E15 (2018)

Para contribuir no entendimento do que é um ponto de tangéncia propds-se aos
alunos o uso do “zoom” do software Desmos sobre o ponto pertencente a reta que,
parecia ndo cortar a curva da funcéo, a fim de que percebessem que o critério de

tangéncia esta relacionado a um contato com a curva e ndo um corte (intercepto).

Tal procedimento auxiliou-os na diferenciacéo entre ponto de tangencia e de
intercepto relacionados as retas e a curva da funcao, pois possibilitou a exploracao
visual daquilo que usualmente é expresso somente por definicbes ou material
impresso, fato que nos leva a corroborar com a ideia de Alves e Reis (2010) que
expressam que o ambiente dinAmico proporcionado pelo software contrasta os
modelos geralmente estatisticos apresentados nos livros didaticos e a possibilidade

de visualizag&o de propriedades.
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Na sequéncia, foram retomados os dados necessarios para expressar a
equacao de uma reta, em que os alunos ressaltaram a necessidade de se obter dois
pontos pertencentes areta ou a inclinacao dela para sua obtencdo. Quando indagados
sobre como calcular a inclinacdo da reta tangente a curva, perceberam que havia
necessidade de se obter outro ponto para poder calcular a inclinagao, o que foi obtido
atraves da reta secante.

Para dar continuidade, selecionaram o0s pontos denominados P e Q
pertencentes as retas e comecgaram a realizar as aproximacdes do ponto Q ao ponto
P, pela direita e pela esquerda do mesmo, de modo a calcular a inclinagéo da reta
tangente por meio da aproximacao da inclinagédo da reta secante, utilizando tabelas,
sendo essa uma forma de representacdo adotada nessa parte da atividade, como

pode ser observado na Figura 10.

Figura 10 — Resposta a atividade Al apresentada pelo aluno E2

4- Complete a tabela com os valores do ponto P, Q e 777 conforme o ponto O se

aproxima ao ponto P .

T E Apxo\lm l(:qo pmlreux e IR T AT A
ﬁ (~) 7 T ' m o q
ﬁxﬂ Vﬂmei O‘%E#

(;{4@7 . [ (326 0.23%) O, scas
) (@u L oeld oypnes
Qo) | (234 , 04| -0 9594
@kgﬁ {loi , ~eonl  —4

- Faga o mesmo procedimento agora pela esquerda de P, mova o ponto Q iniciando

em (1,2) até se aproximar o maximo possivel de P, complete a tabela:

Aproximagio pela esquerda de P

P Q [ i m
(3 o) TR e
(J.0) °  Cigen_42) | — A3499
&Q\ (449 , 03F) | = 4. 5093
h ,(43%# SH3) =l LI3Fs i
,“(JQF(L)_ (e D o)) | =4 ]

Fonte: Atividade Aluna E2 (2018)

Além dos calculos realizados na tabela, prop6s-se algumas analises referentes

aos termos x, e x, pertencentes aos pontos P e Q, a fim de que os alunos

estabelecessem relacdes presentes em definicbes de Calculo, como no caso da
definicdo da derivada como processo de limite, tanto por meio da analise dos valores

pertencentes a tabela construida, quanto pelos pontos pertencentes ao grafico da
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funcéo, atividade que foi realizada com éxito por todos os alunos, como pode ser
observado nas respostas da Figura 11.

Figura 11 — Respostas a atividade Al dos alunos E6 e E13

7- E correto afirmar que ao realizar as 7- E correto afirmar que ao realizar as

aproximacdes do ponto Q ao ponto P.

estamos aproximando x; de x;7

Justifique.

Justifique.

aproximagdes do ponto Q ao ponto P,

estamos aproximando x; de Xo?

i B ciin S - uamte

e MOUA R RN Q
| pols . d ‘@L %"] /(ju@” éﬁ,(‘l/

h gl ) 2 mrxmlm%*m(@/@
Y reno B = "m0 ; Ho &L
O L Sa_ nsiitenads 4SO avm . vwalar  anravimadna  da

Fonte: Atividade dos alunos E6 e E13 (2018)

N

Al -

Pelas respostas obtidas a atividade Al, deduziu-se que os alunos foram

capazes de perceber e relacionar que a inclinacao da reta tangente a curva no ponto

P € obtida por meio do limite da inclinagéo da reta secante, com x, — X,, como pode

ser percebido na Figura 12, na resposta apresentada por alunos que ainda ndo haviam

cursado Calculo 1.

Figura 12 — Resposta a Atividade Al apresentada pelo aluno E1

Fonte: Atividade aluno E1 (2018)

9- Pode-se perceber também que se

deixarmos os pontos da reta secante
chegarem MUITO, MUITO,
MUITO proximos, a inclinagédo da
reta secante ¢ quase igual a
inélinac;ﬁo da reta tangente. Logo,
precisamos de alguma notag¢do para
essa ideia, vamos entdo usar O
conceite de 'imite’, e denotar A

inclinacdo m da reta tangente como

sendo ;
Qon b .\_’__i'\——LL"—S—-
X, —pXO

S i V. {7 S
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O éxito frente ao desenvolvimento da atividade Al pode ser atribuido a
aspectos como a investigacao e experimentacao proporcionados pelo uso do software
Desmos e do guia de atividades, o que acabou possibilitando aos alunos o
entendimento e/ou ressignificacdo do conceito de derivada como processo de limite
da inclinacdo da reta secante, que antes parecia algo abstrato e longe de sua
capacidade (através do aspecto visual), corroborando, deste modo, com Marin (2009),

gue destaca tais contribuicdes do uso de tecnologias para as aulas de Calculo.

Atividade A2 - Derivada como taxa de variacdo instantanea (APENDICE B)
Objetivos e Andlise da Atividade A2

Esta atividade foi elaborada com a pretenséo de que os alunos observassem e
compreendessem a relacdo existente entre a taxa de variagcdo média e a inclinacédo
da reta secante, também a taxa de variacdo instantdnea e a inclinacdo da reta
tangente, por meio da exploracdo de um exemplo de aplicacdo e do grafico que
representa a trajetoria percorrida por uma bola. Levaram-se em consideracéo algumas

definicbes e teoremas para a elaboragéo da atividade proposta, tais como:

Se y = f(x), entdo a taxa de variagdo média de y em relacdo a x no intervalo

[ x0,x1] € ainclinagdo mp, da reta secante ao grafico de f, que passa pelos pontos

(xof(x0)) € (xof(x1)), isto €, mpy = LEVTED  (ANTON, 2000, p. 173).

X1—Xo

Sey = f(x), entdo a taxa de variacéo instantanea de y em relagéo a x no ponto

xo € ainclinacédo m,, da reta tangente ao grafico de f que passa pelo ponto X isto

é,my, = lim L&) (ANTON, 2000, p. 174).
X1-Xg X1~ Xo
Para trabalhar o conceito de taxa de variacdo média e instantanea utilizou-se
um exemplo de aplicacdo referente a trajetéria de uma bola, no qual os alunos
puderam visualizar o comportamento dessa bola pelo controle deslizante acionado no

Desmos (Grafico 14).



84

Grafico 14 — Trajetéria da bola

10

posicio

Fonte: Elaborado pela autora a partir do software Desmos

Apos a visualizacdo da trajetdria, a primeira atividade buscou retomar o
conceito de velocidade média de um corpo ou objeto, pela observacdo do plano

cartesiano (x, y)no qual foi esbocado o gréafico da trajetéria da bola e admitiu-se (x)
como sendo o tempo e (y) como sendo a posicdo, além da retomada verbal referente

ao célculo da velocidade média de um carro em um determinado percurso, de modo

com que todos pudessem chegar a definicdo formal da velocidade média.

Diante da revisdo do conceito de velocidade média, buscou-se, pela segunda
atividade, estabelecer uma comparacao entre as expressées matematicas utilizadas
para o calculo da inclinacdo da reta secante e o calculo da velocidade média a partir
dos dados utilizados, a fim de que os alunos percebessem a relacéo existente entre
0s conceitos. Observou-se que eles néo tiveram dificuldade em fazé-la, e pelo registro
de trés alunos apresentados na Figura 13, percebe-se que relacionaram a taxa de

variacdo média com a inclinacdo da reta secante adequadamente.
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Figura 13 - Resposta a Atividade A2 apresentada pelos alunos E3, E4

. g R
2- Seria correto afirmar que a ;
2- Seria correto afirmar que a
velocidade média calculada € a y e ]
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Fonte: Atividade dos alunos E3, E4

Na sequéncia, os alunos acionaram novamente o controle deslizante para que
a bola percorresse sua trajetéria e, em dado momento, solicitou-se que parassem o
controle e anotassem o ponto onde a bola parou. Com o ponto anotado, os alunos
construiram o gréafico da trajetéria, marcaram o ponto no grafico e tracaram uma reta
tangente a esse ponto. Tracada a reta, 0os alunos partiram para o calculo da velocidade

da bola naquele instante, realizando as aproximacdes ao redor desse ponto.

Na realizacdo dos calculos de aproximacéo, alguns alunos tiveram dificuldade
por se tratar de nUmeros decimais, precisaram de um tempo a mais para conclusao
dessa etapa, 0 que acabou subtraindo tempo para o fechamento da Atividade A2.
Porém, ao mesmo tempo, foram trocando ideias e ajudando-se para que todos
pudessem acompanhar o andamento da oficina.

Pelo registro de alguns dos alunos, péde-se observar que eles chegaram a
conclusdo esperada, ou seja, de que a taxa de variacdo instantanea (velocidade

instantanea) em um ponto é a inclinacdo M da reta tangente ao grafico no ponto x, ,

e de que foi utilizado o processo de limite para sua resolucdo. A Figura 14 comprova

essa evidéncia.
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Figura 14 — Resposta a Atividade A2 dos alunos E6, E7
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O desenvolvimento da atividade A2, demonstrou que o uso de tecnologia pode
possibilitar a organizacdo de situacdes e atividades pedagdgicas diferenciadas com
maior potencial de aproveitamento pelos alunos, capaz de simular trajetdrias para
serem exploradas, a fim de proporcionar a visualizagdo dindmica do movimento,

contribuindo para sua significacdo, corroborando, desse modo, com Marin (2009).

Atividade A3 - InclinacBes positiva, negativa e nula da reta tangente a curva de
uma funcéo. (APENDICE C)

Objetivos e Andlise da Atividade A3

Com a realizacdo desta atividade oportunizou-se aos alunos a andlise do
comportamento de algumas funcdes pela inclinacdo da reta tangente a curva. Como
f'(x) representa a inclinagdo da curva y = f(x) no ponto (x, f(x)), ela informa para
qual direcdo a curva segue em cada ponto. Assim, é razoavel esperar que informacdes

sobre f’'(x) fornecam informacdes sobre f(x).

O principal objetivo da atividade foi investigar relagcdes possiveis entre o
comportamento da funcédo do ponto de vista do crescimento/decrescimento e 0s
pontos criticos por meio da inclinacdo da reta tangente, ou seja, da derivada,
trabalhando seus aspectos grafico e tabular.

Levaram-se em consideracdo para elaboracdo da atividade os seguintes

teoremas e defini¢gbes:
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Definicdo: Seja f definida em um intervalo ex; e x,dois
pontos nesse intervalo:

f € crescente no intervalo se f(x;) < f(x,) parax; < x,
f € decrescente no intervalo se f(x;) > f(x,) para x; < x,

f é constante no intervalo se f(x;) = f(x,) para todos 0s pontos x; e x,
(ANTON, 2000, p. 290).

Teorema: Seja f(x) uma func¢é@o continua em um intervalo fechado [a,b] e
diferenciavel no intervalo aberto (a,b),

Se f'(x) > 0, para todo valor de x em (a, b), entdo f é crescente em [a, b].
Se f'(x) < 0, paratodo valor de x em (a, b), entdo f é decrescente em [a, b].

Se f'(x) = 0 paravalor de x em (a, b), entdo f é constante em [a, b] (ANTON,
2000, p. 291).

A Atividade A3 iniciou-se pela construcdo de uma tabela de valores para a

funcdo f(x) , com o objetivo de analisar o comportamento da funcéo e definir seus

intervalos de crescimento e decrescimento, além do ponto onde ocorreu a mudanca

de comportamento. Na sequéncia, pela movimenta¢cdo da reta tangente a curva da

funcdo f(x) (Grafico 15), para obtencédo do valor da derivada em cada ponto e da

construcao da tabela para f '(x,) , ocorreu a analise dos valores da inclinagéo da reta

tangente, a fim de estabelecer as relagdes possiveis com o comportamento da funcéo.

Gréafico 15 — Gréfico utilizado na Atividade 3

Fonte:

= ATIVIDADE 3_ OFICINA | Salvar

Elaborado pela autora a partir do software Desmos
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Notou-se, com a realizacdo da atividade A3, que os alunos compreenderam e
identificaram as relagOes existentes entre a derivada e a funcéo original no que tange
ao aspecto grafico, identificando os intervalos de crescimento e decrescimento da
funcao pela verificacdo da inclinacdo da reta tangente a alguns pontos pertencentes
a curva, bem como o ponto em que ocorre a mudanga de comportamento da funcéo,
no qual a derivada € nula, aspectos que podem ser observados através das respostas
obtidas de um aluno, disponivel na Figura 15.

Figura 15 — Respostas do aluno E1 para a atividade A3
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Fonte: Atividade do aluno E1 (2018)

Diante da resposta percebe-se que o uso de tabelas e do grafico da funcéo
possibilitou a descoberta das relagbes, as quais, na disciplina de Calculo I, foram
trabalhadas apenas algebricamente com os alunos. Aponta-se que a comparagao

entre os intervalos onde a funcéo € crescente e decrescente, com os intervalos onde
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a inclinacéo da reta tangente a curva é positiva, negativa e nula mostraram-se validas

e auxiliaram na aprendizagem do conceito em estudo.

Atividades A4 - Comportamento da funcédo por meio da analise da derivada.
(APENDICE D)

Objetivos e Analise da Atividade A4

Mediante a realizacéo da atividade A4, cabe destacar que os alunos tiveram a
oportunidade de estabelecer relacdes entre o grafico da derivada e da funcdo. Entre
0s objetivos dessa atividade estavam: estimar pontos de maximo e minimo relativos
através da observacéao grafica, verificando se os valores estimados se confirmam pela
aplicacdo do procedimento algébrico; compreender a relacdo entre a funcdo e sua

derivada graficamente.

Para a elaboracédo dessa atividade levaram-se em consideragéo os seguintes
teoremas e defini¢des:

Definicdo: Uma fungéo f tem um méximo relativo em x, se houver um
intervalo aberto contendo x,, no qual f(x,), € o maior valor, isto &, f(x,) =
f(x)para todo x no intervalo. Analogamente, se diz que f tem um minimo
relativo em x, se houver um intervalo aberto contendo x,, no qual f(x,) € 0
menor valor, isto é, f(x,) < f(x)para todo x no intervalo. Quando f tiver um

méaximo ou um minimo relativo em x,, se diz que f tem um extremo relativo

em x, (ANTON, 2000, p. 299).

Todo extremo relativo € um ponto critico ¢ de f(x) , mas nem todo ponto critico
€ um extremo relativo. O ponto critico da funcao é aquele no qual a derivada é nula
f'(x) =0, nos pontos onde a reta tangente ao gréfico de f(x) € horizontal, ou f'(x)

= 4, em quinas, descontinuidades ou pontos onde a reta tangente é vertical, e precisa

ser analisado:

(@) Se f'(x) for positiva a esquerda do ponto critico ¢ e negativo a direita dele, o ponto
€ um maximo relativo.
(b) Se f'(x) for negativo a esquerda do ponto critico ¢ e positivo a direita dele, o ponto

€ um minimo relativo.
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(c) Se f'(x) for o mesmo em ambos os lados do ponto critico ¢, 0 ponto ndo € maximo
nem minimo relativo.
Em realizacdo a atividade, os alunos utilizaram o grafico da derivada para
compreender o comportamento da funcdo original (Gréfico 16), determinando os
intervalos onde o gréfico de f’(x) era positivo, negativo e os pontos onde interceptava

o eixo X. A analise ao redor dos pontos de intercepto com o eixo X possibilitou o
reconhecimento da derivada nula para obtencdo dos pontos criticos da funcdo. Em
sua aplicacdo, conforme o trabalho se desenvolvia, os alunos tiravam duvidas
referentes a interpretacao grafica da funcéo, estabelecida através do grafico da funcéo
derivada, de modo a aprofundar o conceito em estudo, demonstrando interesse e

participando ativamente da realizacdo das atividades.

Gréafico 16 - Gréfico utilizado na Atividade A4
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Fonte: Elaborado pela autora

No desenvolver dessa atividade, os alunos comecaram a perceber e evidenciar
gue o processo algébrico ensinado na disciplina de Calculo I, referente a necessidade
de igualar a zero a funcéo derivada primeira para a obtencdo dos possiveis pontos
criticos da funcéo esta relacionada aos pontos de intercepto do grafico da funcao

derivada com o eixo x, que nada mais € do que as raizes da funcao derivada.

Diante das considerac¢des acima citadas, corrobora-se com Couy (2008) no que
tange a utilizacdo de ferramentas tecnoldgicas para potencializar o uso dos recursos

gréaficos no ensino de Calculo para estimular a observacao, a busca por regularidades
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e padrbes, a fim de estabelecer relacées. Da mesma forma, Reis e Junior (2016)
destacam a importancia do uso da imagem visual para a compreensao dos conceitos

envolvidos no Célculo e de sua interagcdo com o aspecto analitico.

Diante dessa abordagem, aproveitou-se também para relacionar o
procedimento algébrico de derivacdo da fungéo a fim de estabelecer relacbes gréficas
pertinentes, indagando-se os alunos sobre qual seria a funcdo originada da derivagao
de uma funcdo quadrada. Ao questionamento, 0s alunos apontaram que seria uma
funcado de 1° grau, ou seja, linear, de modo que, solicitou-se a atencéo para o grafico
da funcdo derivada que estavam analisando, para que percebessem que o
procedimento algébrico pode ser interpretado graficamente, ou seja, uma funcéo
guadratica quando derivada origina uma funcao linear, uma funcéo cubica derivada

origina uma funcéo quadratica, e assim por diante.

Conforme a Figura 16, pdde-se constatar que os alunos conseguiram concluir
que o grafico da derivada define o comportamento da funcao original, determinando
seus intervalos de crescimento e decrescimento, pontos de maximo ou de minimo. Da
mesma forma, que perceberam que o procedimento algébrico referente ao calculo de
pontos criticos esta relacionado a andlise grafica da funcao derivada, o que possibilita
melhor entendimento de todo processo matematico referente ao estudo do

comportamento de fungbes através da derivada.

Figura 16 — Resposta a Atividade A4 do aluno E2
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Fonte: Resposta a atividade A4 do aluno E2
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Apés o término das exploracdes, passou-se para a etapa de discussoes finais.
O grupo, junto com a pesquisadora, ressaltou e refletiu sobre uma série de situages
que, vivenciadas durante a aplicacdo da Oficina, acabaram motivando e tornando
mais significativa a aprendizagem do conceito de derivada. Nessa analise reflexiva
foram realcados alguns pontos importantes: os alunos sentiram-se inseridos no
processo de aprendizagem, pois propiciou-se sua participacdo ativa 0 que,
consequentemente, deixou-os motivados a descobrir; ocorreu a possibilidade de
estudar o objeto e estabelecer relacées a fim de reconstruir o conceito estudado,
dando sentido a aprendizagem; o trabalho grafico aliado ao aspecto algébrico
proporcionou a ressignificagao de conceitos, como no caso da velocidade instantanea,
do célculo dos pontos criticos de uma funcéo pela sua derivada, da definicdo de

derivada pelo processo de limite.

Durante a realizacdo das atividades, observou-se que os alunos se mostravam
atentos as exposicoes realizadas pela pesquisadora quanto ao uso do software
Desmos, demonstrando interesse e autonomia ao explorar a variacdo de funcdes e
sua derivada e, também, ao fazer conjecturas, o que se atribui a rigueza dos conceitos
e as representacdes graficas que o recurso apresenta. A possibilidade de trabalhar
em um ambiente informatizado também favoreceu o desenvolvimento das atividades,
visto que os alunos puderam vivenciar e desenvolver habilidades utilizando um

computador, recurso pertencente ao cotidiano dos envolvidos.

Neste sentido, o ambiente computacional, mais especificamente o software
Desmos, contribuiu para a criagdo de um espago mais dinamico, capaz de
proporcionar vantagens e incentivos para que os alunos trabalhassem com disposi¢cao
e interesse. Esse aspecto da percepcédo dos estudantes foi demonstrado por meio das
indagacdes e contribuicbes realizadas no decorrer do desenvolvimento das
atividades, corroborando com o evidenciado por Paranhos (2009), diante do uso de

ambiente informatizado nas aulas de Calculo, experimentados na pratica ora descrita.

As afirmacdes de Ponte e Canavarro (1997) vao ao encontro das observagdes
feitas durante a Intervencdo Pedagodgica, uma vez que descrevem que o tipo de
ambiente propiciado desenvolve a curiosidade e o gosto por aprender, visto que
proporciona a criacdo de contextos de aprendizagem ricos e estimulantes, em que os

alunos sentem despertada a sua curiosidade e incentivada a descoberta.
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Descritas as atividades, tratar-se-a, na proxima secdo, da andlise do
questionario aplicado aos alunos apés a Intervencdo Pedagdgica, realizando-se,
também, algumas consideracfes frente a realizacdo das atividades propostas na

Oficina.

4.2 Analisando o Questionario

Além das atividades realizadas pelos participantes, descritas anteriormente,
outra fonte de dados de nossa pesquisa foi um Questionario de Avaliacédo e Validacdo
das Atividades (APENDICE E), o qual foi respondido individualmente pelos alunos,

apos a realizacdo das atividades.

Para elaboracdo do questiondrio buscou-se contemplar duas atividades
relacionadas ao conceito estudado na Oficina, além de perguntas sobre o uso do
software Desmos e sobre as atividades propriamente ditas, com a intencéo de verificar
a validade da proposta desenvolvida. O questionario foi realizado por 6 alunos de
diferentes semestres do curso de Licenciatura em Matematica, participantes da
Oficina nas duas noites.

Na sequéncia, apresentam-se as respostas obtidas referentes ao uso do
software Desmos e as atividades. A primeira questdo estava relacionada a
apresentacao de alguma dificuldade no uso do Desmos. Dos seis participantes, todos
responderam que nao houve dificuldade em manusear o software e ainda ressaltaram:
“ndo tive dificuldades pois o0 mesmo € muito dindmico e de facil interacdo (ALUNO
E1); ndo, muito simples e pratico (ALUNO E2); achei um software bom, prético e de
facil manejo (ALUNO E3); Houve um estranhamento inicial, mas achei a maioria dos
comandos bem intuitivos (ALUNO E4)”.

Em relacdo a esse “estranhamento” apontado por um dos participantes,
buscou-se saber a que aspecto se referia o termo empregado. Ao que o estudante
relatou ter estado inseguro no inicio da oficina, principalmente quanto aos comandos
e funcbes do Desmos, no entanto, jA no desenvolvimento da atividade Al, ele

percebeu que os comandos eram simples e de facil compreensao e manejo.
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Considerando as respostas obtidas no conjunto dos questionarios, percebe-se
gue a selecdo do objeto para o desenvolvimento da intervencédo foi adequada, visto
gue se levou em consideracdo cuidados apontados por Gravina e Santarosa (1998)
frente ao uso de tecnologias em sala de aula, como a facilidade de dominio das
ferramentas e comandos do software utilizado, de modo que todos pudessem interagir
e manusear os gréficos, construir tabelas, selecionar pontos e mover retas sem

dificuldades.

A segunda questao buscou saber se as atividades realizadas haviam auxiliado
na compreensao do conceito de Derivada, e por qué. Em sua elaboracdo, foram
previstas algumas opcoes para a resposta a essa pergunta. Assim, encaminhou-se a
resposta em relacéo a contribuicdo ter sido positiva — sim -, negativa - ndo -, ou em
alguns aspectos - um pouco. Entre as respostas, todos 0s seis alunos responderam

gue sim, que houve realmente contribuigcdes.

Como justificativa a resposta afirmativa, obteve-se as seguintes consideracoes:
“pois aprofundaram ainda mais o contetdo discutido em Célculo | e me fizeram
compreender de uma forma diferente e facilitada conceitos que tinha dificuldade
quando fiz a matéria (ALUNO E6)”; “a visualizacdo e a construcdo possibilitam uma
aprendizagem muito maior do que apenas a tedrica (ALUNO E3)”; “a visualizacao,
grafica em conjunto com a andlise do grafico e dos dados obtidos, facilitam a
compreensao (ALUNO E4)”; “uma visdo mais enfatica a conceitos que muitas vezes
passam despercebido (ALUNO E5)”; “porque possibilitou compreender o que o grafico
da funcéo derivada diz da fungcéo (ALUNO E2)”; “pois possibilitou estabelecer relacdes
com outros contetdos, como funcdo de 1° e 2° grau, que ja tenho mais dominio
(ALUNO E1)".

Ao analisar as respostas transcritas, percebe-se que o termo visualizacao é
mencionado e enfatizado, demonstrando a importancia desse aspecto no
desenvolvimento das atividades, o que contribuiu para reengajar e recuperar 0s
fundamentos conceituais da derivada, muitas vezes explorado de maneira tradicional

e somente no aspecto algébrico.

No que tange a manipulacdo de imagens visuais proporcionadas pelo uso de

ferramentas tecnoldgicas, nesse caso do Desmos, ratificou-se om estudo de Couy
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(2008), quando esta afirma que ao adquirir um carater exploratorio, as imagens visuais
permitem com que o aluno analise, interprete, descubra variantes e compreenda o
conteudo matematico, suas caracteristicas e propriedades, estimulando a descoberta.
Esse foi um aspecto oportunizado no trabalho de aplicacéo pratica, salientado pelos

participantes.

Para dar sequéncia, apresentam-se as questbes referentes ao conceito
abordado na Oficina, as quais foram analisadas levando-se em consideracdo as
atividades desenvolvidas e o apontamento de que, de acordo com a literatura revista,
os estudantes tém apresentado baixo aproveitamento na disciplina de Calculo
Diferencial e Integral.

Questao 3. Defina o(s) conceito(s) de Derivada.

O objetivo dessa questdo foi fazer com que o aluno, usando a conjectura
elaborada nas atividades 1 e 2, definisse com suas palavras ou matematicamente o

conceito de Derivada, amparado também em suas experiéncias.

Pelas respostas obtidas, verificou-se que houve aproveitamento do conteudo
estudado, pois dos 6 alunos, quatro responderam que a derivada esta relacionada
com uma taxa de variagdo em um determinado ponto da fungcéo; um respondeu que
pode ser entendida como a inclinacdo da reta tangente aos pontos da funcao;
enquanto outro descreveu como sendo a que determina funcdo crescente,

decrescente, pontos criticos, pontos de maximo ou de minimo, pontos de inclinacéo.

Diante das respostas, fica evidente que o trabalho grafico e de aplicacao
elucidou nos alunos a representatividade do conceito e de seus aspectos, como a taxa
de variacdo instantanea, o comportamento da fungéo e a inclinacdo da reta tangente
a uma curva, dessa forma contribuindo para a aprendizagem do conceito de modo
mais eficiente e com significado mais amplo do que se fosse trabalhado somente por

seu aspecto algébrico.

Questao 4. Observe o grafico da funcdo derivada f '(x) e determine:
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a) O(s) intervalo(s) onde a funcdo f (x) é crescente.
b) O(s) intervalo(s) onde a funcdo f (x) é decrescente.
c) O(s) ponto(s) onde a funcdo f (x) possuiinclinagdo da reta tangente igual a zero.

d) Esboce o gréfico da fungdo f (x) com os dados obtidos anteriormente.

O objetivo dessa questao foi fazer com que o aluno, pelo frafico da funcao
derivada, determinasse o comportamento da funcdo original, identificando seu
intervalo de crescimento, decrescimento e pontos criticos. As atividades A3 e A4 da
Oficina relacionaram o comportamento da funcdo através da analise do grafico da
funcdo derivada, partindo dos pontos de intercepto com o eixo X e da andlise da
inclinacdo da reta tangente a curva da funcdo. Também era esperado que o aluno
tivesse condigBes de esbocar o gréafico de f (x) a partir dos dados obtidos do gréafico

da funcéo derivada.

Diante das respostas obtidas para a identificacdo dos intervalos de crescimento
e decrescimento da funcdo f (x) e seus pontos criticos, itens a, b e ¢ da questao A4,
pdde-se perceber que cinco dos seis alunos responderam corretamente. Um dos
alunos, no entanto, ndo identificou corretamente os intervalos, e 0os pontos criticos,
fato que pode ser atribuido a um equivoco decorrente da falta de atencdo na leitura
da questéo, pois o estudante utilizou o grafico como sendo da funcéo original e ndo

da funcao derivada.

Conforme respostas apresentadas - e demonstrado na Figura 17 -, referente

ao item d da questdo, a qual solicitava o esbog¢o do grafico da funcdo f(x) a partir

dos dados obtidos do gréfico da funcdo derivada, todos os alunos resolveram a
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contento, uma vez que conseguiram tracar o esboco, demonstrando dominio do

contetdo em estudo, validando a abordagem utilizada durante a Oficina.

Logo, pode-se corroborar com ideias de Marin (2009) sobre a expansao de
possibilidades de trabalho com diferentes abordagens e representacdes algébricas e
geomeétricas, de forma rdpida e articulada e com 6timo aproveitamento pelos alunos
possibilitada pelo uso de tecnologias, assim como a possibilidade de o professor
explorar de modo diferenciado o conteudo, privilegiando a compreensdo e a

interpretacao.

Figura 17 — Resposta ao Item d pelo aluno E3

d) Esboce o gréfico da fungdo f(x) com os dados obtidos anteriormente.

Fonte: Questionario aluno E3

4.3 Analisando a Intervencéo Pedagodgica

A partir da descricéo realizada por meio de observagdes, do confronto com o
referencial tedrico-bibliografico e, também, das respostas dadas ao questionario,
podem ser elencadas como potencialidades emergentes do uso do Desmos e das

atividades em nossa pesquisa:

1) A visualizagdo e investigacdo como formas de potencializar as diferentes

abordagens do conceito de derivada.
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No referencial tedrico trabalhado no Capitulo 2, destaca-se a importancia da
visualizacdo como parte dos processos de ensino e aprendizagem de matematica. Na
perspectiva de Rosken e Rolka (2006), a visualizacdo é uma ferramenta poderosa
para explorar problemas e dar significado a conceitos matematicos e a relacao entre
eles. Dessa forma, sua utilizacdo em sala de aula é vista como um recurso facilitador

e, a0 mesmo tempo, motivador aos alunos.

Assim, diante desse contexto elaboraram-se as atividades da pesquisa
utilizando recursos gréaficos ndo estaticos, a fim de proporcionar a exploracdo de
propriedades e as relagOes existentes para elucidacéo do conceito de derivada, tendo
CcOmo recurso as imagens manipuladas no software Desmos. Considerou-se, também,
as ideias de Borba e Penteado (2001), no que tange ao uso da tecnologia

computacional como estimulo para a percepcao visual do aluno.

Para o desenvolvimento das atividades, que desempenharam um papel
investigativo, a manipulacdo dos recursos graficos como as retas no caso da Atividade
Al, além de proporcionar a interagcdo com o objeto em estudo, possibilitou aos alunos
a comprovacao da relacao existente entre o conceito de limite e a inclinacdo da reta,
contribuindo para a conceptualizagcdo da derivada como o processo de limite da
inclinagéo da reta secante.

Na atividade A2, explorou-se a trajetéria de uma bola, através da sua
movimentacao por meio do recurso de controle deslizante acionado no Desmos. Essa
acado de movimentacado permitiu explorar a ideia de velocidade média e instantanea,
provocando reflexdes acerca dos dois conceitos em estudo. Frente a essa atividade,
alguns alunos afirmavam ndo compreender a velocidade instantdnea, mas ao finaliza-
la sentiram-se realizados, pois conseguiram compreender seu significado e a relacdo

com a derivada em um ponto.

Percebeu-se, pelas observacdes realizadas e respostas obtidas no
questionario, que os alunos alcancaram facilidade em compreender o conceito ou
entdo ressignificar os conhecimentos que ja possuiam por meio do aspecto visual
proporcionado pelo Desmos. Essa ocorréncia permite corroborar com Marin (2009),
que apontou a facilitagdo como sendo uma das vantagens do uso de recursos

computacionais para as aulas de Calculo, o que também proporciona a
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experimentacéo, a descoberta e a investigagao daquilo que foi repassado ao aluno na
forma de conteudo pronto e acabado.

Tratando-se de uma Oficina pedagdgica, as interacdes promovidas durante a
realizacdo das atividades, sendo elas verbais ou nado, evidenciam que este tipo de
trabalho permite que os alunos explorem ideias e estratégias que podem promover o
desenvolvimento do pensamento matematico (PONTE, BROCARDO e OLIVEIRA,
2006).

Nas atividades A3 e A4 utilizaram-se outros recursos presentes no Desmos,
como a construcdo de tabelas, marcacdo de pontos e constru¢cdo do grafico da
derivada. Essas praticas consistiram, também, em oportunidade para que os alunos
manipulassem diferentes formas de representacfes e, a partir delas, buscassem
tracar relacdes e compreender seus significados, como no caso da inclinacéo da reta
tangente a curva de uma funcdo, em que a manipulacdo da reta tangente e a
construcéo da tabela de valores, levaram ao confronto dos dados para obtencéo dos

intervalos de crescimento e decrescimento da funcao.

No caso da Atividade A4, os alunos realizaram a analise tanto do gréafico da
funcdo, quanto do grafico da funcéo derivada, a disposicdo na mesma tela, de modo
a conduzir a interpretacdo do comportamento da funcdo através do grafico da
derivada. Procedimentos algébricos sdo muito explorados para estabelecer essas
relacdes, porém a compreensao grafica do conceito muitas vezes nao é estabelecida,

dificuldade recorrente que motivou a proposi¢ao dessa atividade.

Nesse sentido, a manipulacdo dos graficos permitiu a compreensdo dos
procedimentos algébricos estudados na disciplina de Calculo I, possibilitando também
uma retomada na questdo de aplicacbes da derivada, como no caso do calculo de

areas maximas e minimas, ou seja, problemas envolvendo otimizacéo.

Percebeu-se que a experiéncia de analise grafica pelo do uso do Desmos e das
atividades possibilitou a exploracdo dos conceitos, muitas vezes abstratos aos olhos
dos alunos. Isso porque a manipulagéo das imagens proporcionou a interpretagéo de
propriedades matematicas, o que, corroborando com Reis e Junior (2016), destacam
a importancia da imagem visual para a compreensao dos conceitos envolvidos na

disciplina de Calculo e da interagcdo desses conceitos com aspecto analitico.
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Novamente, segundo Costa e Souza Junior (2007), com a utilizacdo de tecnologias
se possibilita ao aluno construir conceitos ou entdo ressignificar conceitos ja

estudados que possam estar relacionados a visualizacao.

No questionario aplicado aos participantes, objetivou-se identificar as
contribuicdes das atividades para uma ressignificagdo dos conhecimentos em relacao
ao conceito de derivada, por meio do qual os alunos destacaram que o0 uso da
visualizacdo como recurso pedagogico facilitou a compreensao/ressignificacdo do
conceito de derivada e suas diferentes abordagens, o que foi promovido através do

uso dos gréficos e atividades guiadas.

Ficou claro nos depoimentos que as atividades elaboradas com o propdésito de
investigacdo e analise dos gréaficos contribuiram para as diferentes abordagens do
conceito de derivada e, € claro, para ressignificacao desse conceito. Considera-se que
essas contribuicdes foram proporcionadas pelo ambiente investigativo, dinamico e
motivador criado pelo uso do Desmos e das atividades, em que os alunos foram
levados a: analisar graficos, elaborar conjecturas, testar e validar suas afirmacoes,
verbalizar suas ideias, registrar matematicamente os resultados e justificar seu
pensamento (OLIVEIRA, SEGURADO e PONTE, 1999).
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CONSIDERACOES FINAIS

Ler significa reler e compreender, interpretar. Cada um |& com os olhos que
tem. E interpreta a partir de onde os pés pisam. Todo ponto de vista é a vista
de um ponto. Para entender como alguém I&, é necessario saber como sao
seus olhos e qual é sua visdo de mundo. Isso faz da leitura, sempre uma
releitura.

Leonardo Boff

A presente pesquisa propds uma intervencao pedagdgica diferenciada, voltada
ao trabalho com o conceito de derivada, com alunos do curso de Licenciatura em
Matematica. Para tanto foi elaborada e desenvolvida uma Oficina Pedagdgica, em um
ambiente informatizado, com o apoio de uma ferramenta tecnoldgica, o software

Desmos.

Conforme apresentado na Introducéo, a motivacdo do presente trabalho se deu
em observacao a dificuldade de compreensao do conceito de derivada e ao alto indice
de reprovacado e a evasao na disciplina de Célculo. Os apontados foram verificados
em interlocu¢des com alunos da graduacéo, episodios vivenciados pelo esposo da
pesquisadora, como professor universitario, e pelo interesse de contribuigdo por parte

da pesquisadora nesta area.

Preocupados em elaborar uma proposta didatica que fosse, além de

diferenciada, realmente efetiva e com possibilidade de aproveitamento por outros
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professores desta area, buscou-se em pesquisas bibliograficas argumentos que
fundamentassem este trabalho. Constituiu-se entdo, o Capitulo 2, no qual foram
registrados estudos acerca da derivada, dificuldades e problemas enfrentados em sua
abordagem, bem como estudos relativos ao uso de tecnologias para o0 ensino e
aprendizagem de Matemética e de Calculo. Assim, foram varios os referenciais que
colaboraram para a elaboracéo e realizacdo da pesquisa.

Convencionalmente, o conteaddo de derivadas € explorado mais
algebricamente, enfocando as regras de derivacdo e algumas aplicacdes,
notoriamente debrucado em exercicios de repeticdo. O trabalho de conceptualizagédo
da derivada em seus aspectos gréafico e geométrico nem sempre é explorado, mesmo

estando presente em quase todo livro didatico.

Ainda, a persisténcia dos métodos tradicionais também no ensino superior
frente as alternativas inovadoras de ensino se deve a varios fatores, sendo o mais
relevante: a acomodacgao do professor em sua “zona de conforto”, na qual o ensino &
previsivel e controlavel (PENTEADO, 2000).

Em geral, também os professores costumam apontar como causa do insucesso
na aprendizagem de Calculo, como sendo falta de fundamentacdo matematica
provinda do ensino béasico e de atitudes de despreparo dos alunos frente a
organizac&o para os estudos. E o que se apresenta na literatura atualmente.

Diante das constatacfes, e conscientes das dificuldades enfrentadas pelos
alunos e professores no ensino e aprendizagem deste conceito, propfs-se a
Intervencdo Pedagodgica descrita na sec¢do 3.3 do Capitulo 3, sobre a qual, na
continuidade, séo feitas consideracoes.

Ao elaborar essa prética, pensou-se em colaborar na producédo de um material
didatico que auxilie os docentes do ensino superior e motive a integracdo, em sua
metodologia, de um recurso tecnolégico, como o software Desmos, a fim de
possibilitar um ensino que promova a aprendizagem conceitual da derivada.
Selecionou-se, entre os varios softwares graficos disponiveis, aquele que atendesse
ao desenvolvimento do conteddo de forma dindmica e motivadora aos alunos, e que
promovesse a descoberta de conhecimentos matematicos através da investigacéo,

sendo de facil manuseio e comandos acessiveis.
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Deste modo, optou-se pelo Desmos, que permite experimentar e explorar por
meio de gréficos, retas tabelas, pontos e recursos dindmicos, as relacdes e definicbes
da derivada. Diante do fato de alguns graficos e recursos estarem prontos para uso
nas atividades, o tempo de trabalho foi maximizado, fazendo com que os alunos
tivessem tempo para visualizar, interagir e analisar as representacdes gréaficas,
construindo e ressignificando o conceito em estudo. Assim, corrobora-se com Couy
(2008), quando afirma que ferramentas tecnoldgicas, se utilizadas de forma
adequada, podem potencializar o uso dos recursos graficos no ensino de Calculo,
estimulando a observacao, a busca de regularidades e padrdes, contribuindo para o

entendimento de suas relagoes.

A guisa de conclusdo do presente trabalho, entdo, retoma-se a questio de

investigacdo que guiou esta pesquisa:

Como o uso do software grafico Desmos e das atividades poderé&o influenciar

nas diferentes abordagens do conceito de derivada?

Visando responder tal questdo, foi tracado como objetivo verificar as
potencialidades do uso do software Desmos para o trabalho com estas abordagens,
por meio da articulacdo dos aspectos grafico, geométrico e algébrico do conceito. O
objeto subjacente foi constituido pelo estudo da derivada e o uso de tecnologias para
0s processos de ensino e aprendizagem da derivada e suas interpretacées geométrica

e grafica.

Assim, a partir de agora, intenta-se apresentar alguns aspectos de respostas a
guestao de investigacao, ou seja, desvendar algumas contribuicées e potencialidades
do desenvolvimento das atividades com auxilio do software Desmos relacionadas as
diferentes abordagens do conceito de derivada, contetido pertencente a disciplina de

Célculo Diferencial e Integral.

1) A contribuicdo para a ressignificacdo do conceito de derivada, em

especial em seus aspectos grafico e geométrico.

A pesquisa apontou que a realizagéo das atividades com o Desmos contribuiu
para a ressignificacdo desse conceito, inicialmente construido em sala de aula,

principalmente em sua base conceitual, a partir da oportunidade de reflexdo e
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descobertas oportunizadas em um ambiente diferenciado, em que os alunos tiveram
papel ativo no processo de aprendizagem.

Mesmo os alunos tendo cursado a disciplina de Calculo I, ficou evidente que o
conceito de derivada nao havia sido bem explorado e compreendido por eles. Na troca
de experiéncias, os alunos externaram que este tipo de atividade é muito agradavel e
gue os leva a conhecer o objeto de estudo e interagir como mesmo, oportunizando a
interiorizacdo do conceito.

Reafirma-se, entdo, a crenca de que o uso de tecnologias, alicercadas em
atividades bem elaboradas, pode contribuir para a construcdo e ressignificacdo de
conceitos fundamentais do Calculo, de modo a demonstrar suas relacbes e

importancia da Matematica Universitaria.

2) Contribuic&o para a criagdo de um ambiente mais dinamico, motivador e

complementar a aulas tradicionais

Desenvolver as atividades em um espaco como a Oficina Pedagdgica,
contribuiu para a criagdo de um ambiente para discussoes, deducdes, descobertas,
troca de conhecimentos e informacdes, além da colaboragcdo, o que nem sempre €

possivel em uma aula tradicional, na qual o professor conduz todo o processo.

Esse aspecto foi percebido por todos os participantes, que destacaram que o
uso desse tipo de ambiente, principalmente da discussdo em grande grupo

contribuiram para melhor exploracao do conceito em estudo.

Reafirma-se, entdo, a crenca de que 0 uso de recursos tecnologicos pode
oportunizar um ambiente mais dindmico e que complementa a sala de aula e outros

métodos de ensino.

Fica evidente que o trabalho com atividades de visualiza¢édo gréfica utilizando
o software Desmos para o ensino de derivadas proporciona importantes contribui¢cdes
para os processos de ensino e de aprendizagem, tais como: a possibilidade de anélise
e comparacao dos resultados obtidos algebricamente com os graficos, corroborando
com aspectos citados por Arcavi (2003); alunos mais participativos devido a
necessidade de realizacdo das atividades para compreenséao do conteudo em estudo;

ampliagdo da possibilidade de atividades variadas nas quais os alunos podem
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trabalhar com diferentes representacfes tais como tabelas, graficos e expressdes
algébricas de forma mais articulada, corroborando com Machado (2008).

Ao concluir este trabalho, reitera-se que o uso de atividades associadas ao
software Desmos demonstraram a possibilidade de substituir metodologias
tradicionais por metodologias mais ativas, centradas no aluno e na preocupagao com
sua aprendizagem e seu aproveitamento, na disciplina de Calculo I. Sua pratica é
capaz de promover um ganho a todos, em especial por provocar a descoberta das

solucdes ao invés de trazé-las prontas e apenas demonstrar.

Reiterando, o resultado da préatica de atividades com perfil investigativo foi
enriquecedor, de modo que se destaca um trabalho mais constante, envolvendo a
exploracdo grafica dos conceitos, como auxilio para os calculos, de maneira a
desenvolver o senso critico e analitico dos alunos. Pode-se inferir que a inclusédo de
recursos tecnolégicos possibilitou alunos pensantes, questionadores e participativos,
0s quais foram constantemente desafiados para encontrar solugdes matematicamente

aceitaveis.

Com a realizacdo desta pesquisa, adotamos um olhar sob o uso de recursos
computacionais na Educacdo Matematica e sugerimos algumas acbes de
continuidade para este estudo:

a) O uso de recursos computacionais Nno ensino superior precisa ser Visto
como ferramentas de apoio aos processos de ensino e aprendizagem,
forma de incentivar e estimular os alunos, fazendo da sala de aula um
ambiente mais dindmico, promovendo a interacdo e a socializacdo dos
conhecimentos;

b) Retomada de conceitos da Matematica basica com uso do Desmos para
explorar os diferentes tipos de funcdes e suas representacdes (grafica,
tabular, algébrica) na disciplina de Céalculo Diferencial e Integral;

c) O uso do software Desmos para desenvolver outros contetdos do Célculo
Diferencial e Integral, como a Integral e o Teorema Fundamental do Célculo,
pelo uso de simulacdes e gréficos, possibilitando ao aluno a descoberta de

relacdes apresentadas em teoremas e definigdes.
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APENDICE A - ATIVIDADE Al

Acesse a seguinte pagina https://www.desmos.com/calculator/98dhngrfpz para

iniciar as atividades.

1-

Dado o gréfico da funcéo f(X) e duas retas. Qual das retas € secante e qual &
tangente a curva da funcéo? Justifique sua resposta.
Tangente:

Secante:

2- Que dados sdo necessarios para calcular a equacéo da reta secante e da reta

tangente a esta curva?

3- Agora selecione os pontos de intercepto e de contato destas retas, sendo que

0 ponto de contato seja comum as duas retas, definido como P(Xo, f(Xo)) eo

ponto de intercepto mével como Q(X, f(x))

Calculando a inclinacdo da reta tangente a partir de uma reta secante.

A inclinacdo da reta secante que passa pelos pontos P e Q é definida por

m = LoD/ \q grafico clique sobre o ponto Q e arraste em direcgéo a P.

X1—Xo

Complete a tabela com os valores do ponto P, Q e M conforme o ponto Q se

aproxima ao ponto P .

Aproximacao pela direita de P
P Q m



https://www.desmos.com/calculator/98dhngrfpz

116

5- Faga o mesmo procedimento agora pela esquerda de P, mova o ponto Q
iniciando em (1,2) até se aproximar o maximo possivel de P, complete a tabela:

Aproximacao pela esquerda de P
P Q m

Observe os valores encontrados para a inclinagdo m da reta a direita e a esquerda

de P, estes estdo se aproximando de que valor?

E correto afirmar que, ao realizar as aproximacdes do ponto Q ao ponto P, estamos

aproximando x; de x,? Justifique.

Com o valor aproximado da inclinacdo encontrado, escreva a equacdo da reta

tangente.

Pode-se perceber também que se deixarmos 0s pontos da reta secante chegarem
MUITO, MUITO, MUITO préximos, a inclinacdo da reta secante é quase igual a
inclinacdo da reta tangente. Logo, precisamos de alguma notacéo para essa ideia,
vamos entao usar o conceito de 'limite’, e denotar a inclinacdo m da reta tangente

como sendo

10-Agora, por que nao podemos deixar x; serigual a x,? Tente arrastar o ponto Q

no grafico até que ele esteja em cima de P, o0 que acontece?

11-O que aconteceria se vocé tentasse calcular a inclinagdo da reta tendo (x,,y,)

igual a (xq,y7)?



5-
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APENDICE B - ATIVIDADE A2

PROBLEMA: Uma bola é lancada diretamente no ar. Esta foi jogada de uma altura
de cerca de 1, 5 metros e demora cerca de 2,57 segundos para chegar ao chao.
Sua trajetoria pode ser vista no Desmos, acessando a seguinte pagina
https://www.desmos.com/calculator/yhpswa8xnw.

Como podemos calcular a velocidade média da bola neste trajeto?

Seria correto afirmar que a velocidade média calculada é a inclinacdo da reta
secante que passa por dois pontos? Justifique.

Agora acione o controle deslizante para t. E quando solicitado pause o tempo.

Anote o ponto (tempo, distancia).

Represente o grafico da trajetoria percorrida pela bola e marque o ponto anotado

no item 2.

Calcule a velocidade atingida pela bola no instante (ponto) selecionado no item 2.

Lembre-se de utilizar os conceitos ja estudados anteriormente.


https://www.desmos.com/calculator/yhpswq8xnw
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6- Seria correto afirmar que, ao realizar o célculo da velocidade instantanea da bola,

aplica-se novamente o conceito de limite? Por qué?
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APENDICE C - ATIVIDADE A3

1- Observe o gréfico da funcéo f(x) = x* — 4x e em seguida construa no Desmos

uma tabela com os seguintes valores para x:

X y

1
=

OO INIFL|IO

Através dos dados obtidos na tabela e do gréfico determine:

a) Os intervalos onde f(x) é crescente.

b) Os intervalos onde f(x) € decrescente.

c) O ponto em que o comportamento de f(x) passa de crescente/decrescente

ou decrescente/crescente.

2- Mova o ponto preto pertencente a reta tangente sobre a curva da fungéo f(x),

analise os valores da inclinagéo f'(x,) € anote na tabela:

X f'(%o0)

1
[N

OO INRF IO

a) Nos intervalos onde f(x) € crescente, os valores da inclinagéo f '(x,) S&o

positivos ou negativos?
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b) Nos intervalos onde f(x) € decrescente, os valores da inclinagéo f '(x,) séo

positivos ou negativos?

c) No ponto onde ocorre a mudanga de comportamento de f(x), determine o valor

da inclinacdo da reta tangente neste ponto e a posi¢cdo da reta em relagéo ao

eixo x.

3- Podemos relacionar o comportamento da funcao f(x) com sua derivada. Volte

ao gréafico e compare os intervalos onde f(x) é crescente e decrescente com 0s

intervalos onde a derivada f'(x) é positiva e negativa. Complete a tabela com as

conclusodes obtidas:

Sobre os intervalos (ou
valores) em que a
derivada f'(x):

Sobre a funcéo f(x)

F'(x) > 0

F(x) <0

ffx) =0
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APENDICE D - ATIVIDADE A4

Vamos analisar o grafico da funcdo f(x) = —x2 + 4x , para isto acesse a seguinte

pagina https://www.desmos.com/calculator/a5fdmzIgf9.

1- Observe o grafico de f(x) e determine o ponto onde a inclinagdo da reta

tangente € igual a zero (derivada igual a zero).

Estes pontos sédo chamados pontos criticos de f(x) e precisam ser analisados, pois
séo candidatos a ponto de maximo ou de minimo de f(x). Para isto, vamos verificar

0 que acontece com a derivada ao redor destes pontos.

2- Mova a reta tangente a curva de f(x) e analise a inclinagdo f '(x,), no entorno

do ponto critico. Considere ¢ como ponto critico.

&

S () c S ()
anfes depois

3- Seréa considerado ponto de maximo relativo quando f'(x) > 0 & esquerda de c
e f'(x) <0 a direita. Logo, tem-se algum ponto de maximo relativo nesta

funcéao?

4- Sera considerado ponto de minimo relativo quando f'(x) < 0 & esquerda de c

e f'(x) > 0 a direita. Logo, tem — se algum ponto de minimo relativo ?

5- No caso em que f'(x) for o mesmo em ambos os lados de ¢, entdo ¢ ndo sera
nem ponto de maximo nem de minimo. Ha algum ponto que se aplique essa

definicdo?



https://www.desmos.com/calculator/a5fdmzlgf9
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Agora vamos tracar o grafico da fungéo derivada f'(x). Cliqgue sobre o icone
da reta tangente para ocultd-la, em seguida clique sobre y = f'(x) para
visualizar o grafico da funcdo derivada de f.

Através do tracado do gréafico da funcéo derivada determine:

Em quais intervalos a funcéo f'(x) é positiva (ou seja, esta acima do eixo x)?

Em quais intervalos a funcao f'(x) é negativa(ou seja, esta abaixo do eixo x)?

Em que valores a funcéo intercepta o eixo x ? Estes valores podem ser

relacionados a funcéo f(x) ? Em que casos?

A partir dos dados obtidos do gréfico da funcéo derivada, podemos estabelecer
relagdes com o grafico da funcdo f(x)? Quais? Descreva ou denote

matematicamente.
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APENDICE E - QUESTIONARIO

d)

Teve alguma dificuldade ao utilizar o Software? Quais?

As atividades auxiliaram na compreensdo do conceito de Derivada? Por

( )Sim ( ) Néao () Um pouco

Agora, defina o (s) conceito (s) de Derivada.

Observe o gréfico da funcdo derivada f'(x) e determine:

\ /

|/

O(s) intervalo(s) onde a fungéo f(x) é (sao)
crescente(s).
O(s) intervalo(s) onde a funcdo f(x) é(sdo) decrescente(s):

O(s) ponto(s) onde a funcao f(x) possui inclinagédo da reta tangente igual a

Zero:

Esboce o gréfico da funcéo f(x) com os dados obtidos anteriormente.
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APENDICE F - TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

A pesquisadora Gisele Scremin, académica regular do curso de pés-graduacéo
em nivel Strictu Sensu em Ensino de Ciéncias Exatas, promovido pela Universidade
do Vale do Taquari, UNIVATES sob orientacdo da Prof? Dr2 Maria Madalena Dullius,
realizara a pesquisa intitulada: “ O que f '(x) nos diz sobre f (x): uma analise grafica”,
que tem por objetivo investigar as potencialidades do uso do software grafico Desmos
para as diferentes abordagens do conceito de derivada.

Para a obtencéo desse objetivo serdo propostas atividades exploratorias, que
serdo trabalhadas com apoio do Software Desmos. As atividades serdo realizadas
junto aos alunos do curso de Licenciatura em Matematica, através de uma oficina
ministrada pela pesquisadora com duracdo de 8 horas/aula, sob orientagdo da Prof2
Dr2 Maria Madalena Dullius.

Os dados dessa pesquisa estdo sob sigilo ético, sendo que em nenhum
momento serdo mencionados 0s nomes dos participantes. A participacdo nao oferece
riSCO ou prejuizo ao participante. Se, a qualquer momento, o(a) participante resolver
encerrar sua participacdo na pesquisa, tera toda a liberdade de fazé-lo, sem que isso
Ihe acarrete qualguer prejuizo ou constrangimento.

A pesquisadora compromete-se a esclarecer qualquer ddvida ou
guestionamento, que eventualmente os participantes venham a ter, no momento da
pesquisa ou posteriormente através do e-mail — gisele23scremin@gmail.com .

Agradecemos pela colaboracao.

Gisele Scremin — Pesquisadora
Universidade do Vale do Taquari- UNIVATES

Estando ciente das informacdes que foram fornecidas neste termo,
eu R.G.n° ,
concordo em participar desta pesquisa.

Assinatura do aluno

Cidade/RS — maio de 2018


mailto:gisele23scremin@gmail.com
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ANEXOS



126

ANEXO A — Descricao do Software Desmos

O software ou aplicativo Desmos (https://www.desmos.com/), € uma

calculadora grafica online, criado na mesma linha de aplicagbes como, por exemplo,

0o Geogebra. Vamos ver suas caracteristicas mais importantes, assim como

funcionalidades que apresenta, como o que podemos fazer com esta ferramenta.

Entre as caracteristicas mais importantes do Desmos destacamos:

Se trata de uma ferramenta online, ou seja, acessivel por um simples
navegador de internet, ou baixado como aplicativo para trabalhos off-
line;

Se pode ter acesso de qualquer dispositivo moével: notebook, tablet,
smartphone;

N&o requer instalacdo, desde que esteja conectado a internet;

N&o requer usuario para ser utilizada, porém possui a opcao de
utilizacao de usuario do Google e, neste caso pode-se salvar e imprimir
os trabalhos realizados;

E multi-idioma;

Funciona como plataforma de trabalho colaborativo, isso quer dizer, que
permite a contribuicdo de novas atividades que podem ser realizadas

por qualquer usuario.

Funcionalidades

Acesso a ferramenta: para acessar o Desmos basta tomar a seguinte direcdo

https://www.desmos.com onde veremos uma pagina como esta

Figura 1 — Pagina inicial do Desmos


https://www.desmos.com/
https://www.desmos.com/
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desmOS About  Partnerships ~ Classroom Activities ~ We're Hiring!

Explore math with Desmos.

Graph functions, plot data, evaluate equations,

Start Graphing »

explore transformations, and much more — for
freel

e sl =

Four Function and Scientific Teacher.desmos.com Learn.desmos.com
itions to the Find the best digital up your ith

Check out the
Desmos

5 i E 9.

Fonte: https://www.desmos.com

amily math cf your own.

Start Graphing »

Clicando sobre o icone teremos acesso a calculadora

gréfica

Figura 2 — Acesso a calculadora grafica

F & cscimon st

€ G| @ Seguro | hitps//wwwdesmos.com/calculator % 0@ :

CiiarConta | ouEnir @ (D

o2 G i 8 9 -
< > 4 43 6 x
< = 1 2 3 -
v T 0 = +

Fonte: https://www.desmos.com/calculator
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No canto superior esquerdo, ao clicarmos sobre o icone E se pode

selecionar exemplos ja criados para trabalhar com distintos conceitos.

Figura 3 — Exemplos definidos

Fonte: https://www.desmos.com/calculator

Se voltarmos a pressionar uma das linhas horizontais abaixo do icone

, a coluna de exemplos desparece.

Seguindo no canto superior direito da tela, veremos 0 seguinte icone

i i i
que nos permite criar um usuario para acessar a

ferramenta, permitindo salvar e compartilhar os graficos construidos no ambiente

Desmos.

O usuério pode ser criado a partir da conta do Google (usuario do gmail),
. Conta do Google ) 5 .
clicando sobre , basta selecionar as opcbes abaixo e

consentir a entrada através do Google.

Figura 4 — Usuario com conta no Google


https://www.desmos.com/calculator
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Criar conta

Conta do Google Endereco de e-mail

Concordo em permitir que a Desmos armazene e mantenha as
informactes gue eu forneco (por exemplo, credenciais de login,
trabalho salvo) para fornecer e melhorar seu servico. Para
cancelar o consentimento, vocé pode excluir sua conta a qualquer
momento.

Li, entendi & aceito os Termos de Servico e Politica de
Privacidade .

Nota: O Desmos usa cookies para ativar a persisténcia guando
vocé estd conectado. Se vocé ndo deseja usar cookies, use o
Desmos sem fazer login. Saiba mais.

Fonte: https://www.desmos.com/calculator

Caso vocé ndo tenha conta no Google, podera realizar o cadastro de usuario

Endereco de e-mail
através de outro e-mail, na aba preencher as

informacdes necessarias, selecionar as op¢des abaixo e criar conta (Figura 5).

Figura 5 — Cadastro de usuario

Criar conta

Conta do Google Endereco de e-mail

O email

MNome

Falavra-chave

Concordo em permilir gue a Desmos armazene e mantenha
as informacbes que eu forneco (por exemplo. credenciais de
login, trabalho salvo) para fornecer e melhorar seu senico.
Para cancelar o consentimento, vocé pode excluir sua conta a
gualguer momento.

Li, entendi e aceito os Termos de Servico e Politica de
Privacidade .

MNota: O Desmos usa cookies para ativar a persisténcia
gquando vocod estd conectado. Se vocoé ndo deseja usar
cookies, use o Desmos sem fazer login. Saiba mais.

Fonte: https://www.desmos.com/calculator

Ainda no canto superior direito da tela, no icone . € possivel selecionar o
idioma do Desmos (Figura 6).

Figura 6 — Selecéo de idioma


https://www.desmos.com/calculator
https://www.desmos.com/calculator

Criarconta ou [Entrar | 2 @& &®
Lingua
Inglés (EUA) Inglés (GB)
Espafiol (Espafia) PYyCCKMA
Deutsch Portugués (Brasil)

Portugués (Portugal) Catala

Francais
islenska
Morsk
Hrvatski
Cestina
Eslovénia
FPolsk
Bahasa Indonesia
AAAMVIKG
EwnrapckmM
YEpalHCcsEa
A7 e
=EE AL
= =

ltaliano

MNederla

nds

Swvenska

dinamar
Turkce

Listuviu

qués

Romana

Tiéng Vi
SRFSKI

&t

MarkeqgoHCcKEK

Jarormere

(i r

=0

MEo wé seu idiocma¥
Ajude-nos 3 traduszir

Fonte: https://www.desmos.com/calculator

Se clicarmos sobre o icone
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que aparece no canto superior

direito, aparecerdo as seguintes op¢oes (Figura 7):

Figura 7 — Opc0es de insercao

= Grafico sem nome

fix)

1%k

T

&

expressio Habilita a escnta da expressio numerica

Mot

massa

m

tabela

Utilizado para escrever observacdes ou notas

imagem

Possibilita cnar tabelas

Criacdo de pastas(modo arguiva)

Inserir imagens na tela


https://www.desmos.com/calculator
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Fonte: https://www.desmos.com/calculator

As flechas gue aprecem mais a direita permitem anular

(desfazer) ou refazer o que tinha sido apagado.

Lo

Ja o icone mostra as possibilidades de edicdo dos graficos ja

= Gr@Efico sem nome

Apagar Tudo

. ¥ =x?—4x

construidos ,  como inserir
= d >

tabela — , duplicar a expresséao
ao lado da expressdo se pode alterar o estilo e cor do grafico de saida.

e apagar . Se pressionar o icone

Estilo

Cor
v 000
000

. ApOs realizar as alteracfes clique em “Feito” para

concluir.

(E) -

No canto inferior esquerdo se tem o seguinte icone , ao clicar
sobre 0 mesmo habilita-se o teclado que possibilita a insercdo de dados e

expressbes numericas

Ne — - - "
\I\ a“ a’ i 8 9
( ) < > - ) 6 -
a < > 1 2 3

I‘ - : |

Vale destacar aqui os seguintes botdes:

gue passa do teclado numérico para alfabético.


https://www.desmos.com/calculator
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~
w
o
-
o

E o botéo , que permite o uso de funcdes trigonomeétricas,

estatisticas e outras fun¢Ges matematicas mais comuns.

R INVER HYPERE
3 sin sin % sinh
cos —: o sh
C cCos cCoOos
tan tan_* tanh
csc PR T o csch
sec sec _* sech
cot cot * coth

A escrita de funcdes, equacdes ou inequacdes deve ser feita nas linhas
numeradas do lado esquerdo da tela. A saida dos gréficos, pontos, retas se dara
na parte direita da tela, onde se pode ver a malha quadriculada numerada, como

pode ser observado na Figura 8.
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Figura 8 — Escrita de fungfes e saida de graficos

— Grafico sem nome

+ s &« | }
|

a .f{x):-‘(z_?x 6 }
|

|

[ £ 0> f(x) :
|

4 |

|

|

|

|

2 |

|

|

|

|

|

4 2 0 1

Fonte: https://www.desmos.com/calculator



https://www.desmos.com/calculator

