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Finalidade: Este produto educacional apresenta atividades investigativas abordando o ensino
de derivadas, em especial, 0s conceitos de taxa de variacdo, maximos e minimos de funcdes; as

quais podem ser desenvolvidas com alunos na disciplina de Célculo I.

Contextualizagao

Quando se analisa os processos de ensino e de aprendizagem de Matematica, percebe-
se que é um ato de construcdo e reconstrucdo continua, que exige habilidade e criatividade do
professor, no que diz respeito a capacidade de desenvolver atividades pedagogicas envolventes

e criativas capazes de instigar os alunos a produzirem conhecimentos com autonomia. Executar
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esta tarefa ndo é facil, visto que, ha alunos que apresentam dificuldades basicas dos
fundamentos elementares de matematica, e o docente deve planejar sua pratica pedagogica de
acordo com a realidade de cada um. Na linha deste pensamento, este produto educacional
apresenta 0 desenvolvimento de tarefas investigativas alicercadas nos fundamentos da
Investigacdo Matematica em sala de aula, abordada por Ponte, Brocardo e Oliveira (2016).
Esses autores enfatizam que trabalhar com investigacdo é explorar questdes abertas que
ampliam as possibilidades de varias respostas, visto que as tarefas investigativas ndo se limitam
a respostas prontas. Alem disso, a producédo dos alunos pode surpreender o professor mediante

a formulagdo de conjecturas e estratégias que ele ndo imaginava.

Contribuindo com este conceito, Magalhdes e Varizo (2016) destacam que as tarefas
investigativas devem possuir caracteristicas dindmicas, alicercadas em fundamentos
desafiadores, que provoquem os discentes de forma desafiadora a investigar com o objetivo de
procurar relacBes matematicas criativas. Tais relaces acabam determinando expressfes gerais
definidas a partir de estratégias como simulag¢des, desenhos, preenchimento de tabelas, as quais
despertam nos alunos a habilidade de perceber as relacBes matematicas determinantes a

formulacdo de conjecturas.

Trabalhar com tarefas investigativas contagia a curiosidade dos alunos e favorece o
compartilhamento de ideias, visto que, este tipo de trabalho tanto pode ser desenvolvido
individualmente como em grupos. Segundo Ponte, Brocardo e Oliveira (2019, p. 30), o trabalho
em grupo favorece a aprendizagem dos alunos, visto que “[...] potencializa o surgimento de
varias alternativas para a exploracao da tarefa” e para esses autores, o professor “pode sempre
programar-se 0 modo de comecar uma investigagdo, mas nunca se sabe como ela ird acabar”
(PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2019, p. 25). Além disso, o professor deve acompanhar

a atividade do inicio ao fim com bastante atencdo, pois como mediador tem o papel de instigar



©)
UNIVATES

UNIVERSIDADE DO VALE DO TAQUARI - UNIVATES
PROGRAMA DE POS-GRADUAGCAO EM ENSINO DE CIENCIAS EXATAS — MESTRADO

os alunos a investigar, formular conjecturas e estratégias, testar e validar as relacdes

matematicas discutidas durante todo o processo de desenvolvimento do trabalho.

Bertini e Passo (2008) corroboram com essa ideia destacando que em uma tarefa de
cunho investigativo, o papel do professor é fundamental para garantir o rendimento da proposta.
E, o ponto de partida é justamente a defini¢do da atividade que deve ser mais aberta, e a partir
disso os alunos entram em acdo modelando situacgdes alternativas para formular conjecturas e
com isso favorecer a dindmica da aprendizagem. Dessa forma, “A realizacdo de atividades
investigativas pode possibilitar o desenvolvimento do espirito investigativo do aluno e,

consequentemente, de sua aprendizagem em relacdo a matematica” (SCHMITT, 2015, p. 90).

Ponte, Brocardo e Oliveira (2019), definem que uma atividade de investigacdo
geralmente deve ser desenvolvida em uma aula ou varias aulas a partir da observacéo de trés

fases:

e Introducédo da tarefa
e Realizacdo da investigacao

e Discussdo dos resultados

A primeira fase € 0 momento em que o professor apresenta para a turma, de forma oral
Ou escrita, a proposta investigativa. Na segunda fase, os alunos entram em acdo investigando
as tarefas propostas em pequenos grupos ou com toda a turma. A Gltima fase, € 0 momento
onde os resultados séo discutidos, onde as ideias e as estratégias para produzir os resultados séo
apresentados aos colegas, isto é, sdo relatados como o trabalho foi desenvolvido (PONTE;
BROCARDO; OLIVEIRA, 2019).

Analisando as trés fases citadas por esses autores, é relevante destacar uma atividade
investigativa pautada no fundamento das ideias dessas trés fases favorece organizacdo do
trabalho pedagogico do professor, pontuando seu papel nesse processo e definindo as acdes que

devem ser executadas pelos alunos. Mas, € importante enfatizar, que os alunos sdo 0s
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verdadeiros investigadores que determinardo as estratégias que utilizardo para filtrar, debater,

conjecturar, testar e validar relagdes matematicas.

A Base Nacional Comum Curricular - BNCC também destaca a potencialidade do
trabalho investigativo ao enfatizar que ¢ fundamental “desenvolver o raciocinio ldgico, o
espirito de investigacdo e a capacidade de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos
conhecimentos matematicos para compreender e atuar no mundo” (BRASIL, 2018, p. 265). Isto
significa que a Investigacdo Matematica € uma estratégia que pode ser utilizada para a
aprendizagem na Educacgéo Basica e no Ensino Superior. Partindo deste pressuposto, o presente
produto educacional apresenta uma proposta que discute a acdo do ensinar o contetdo de

derivadas na sala de aula de forma dindmica e desafiadora.

O tema envolvendo derivadas geralmente é abordado nas disciplinas de Calculo
Diferencial e Integral em cursos de graduacao da area de Ciéncias Exatas como Matematica,
Fisica, Quimica, Engenharia. Gongalves (2012, p. 32) ao falar sobre conceito de derivada no
contexto da disciplina de Calculo, explica que “é considerado um dos conceitos fundamentais
do Célculo. Por isso mesmo, seu estudo esta presente no curriculo de diversos cursos superiores,
dentro de disciplinas relacionadas ao Calculo, por possuir aplicacBes em varias areas do
conhecimento”. A mesma autora, ainda afirma que “a derivada é um conceito que pode ser
explorado a partir de diversos focos: derivada como um limite, como inclinagéo da reta tangente
a uma curva em um ponto dado, além de situagcdes que envolvam taxa de variacdo e maximos
e minimos” (GONCALVES, 2012, p. 32).

Flood e Wilson (2013) contribuem com esta discussdo ao destacarem que o estudo
desenvolvido por Newton e Leibniz originou o conceito de derivadas. Esta descoberta
revolucionou a época e mudou 0s caminhos da matematica, visto que, proporcionou a
investigacdo de varias areas do conhecimento por meio de derivadas. Esta importancia foi
vivenciada em sala de aula, por uma turma do 2° periodo de Graduagédo de Licenciatura em

Matematica, em uma pratica pedagdgica que envolveu cinco tarefas investigativas, as quais
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estdo descritas neste produto educacional. Destaca-se que, as atividades envolveram o conteido

derivadas, em especial, a exploracédo de aplicagdes como taxa de variacdo, maximo e minimo.
Objetivo

O objetivo desta proposta é socializar tarefas investigativas que podem ser
desenvolvidas em cursos de graduacdo que oferecem a disciplina Célculo I, envolvendo o

ensino de derivadas.
Detalhamento

Este trabalho foi realizado em sete encontros, sendo que, no primeiro foi uma reunido
com o pesquisador e os alunos de uma turma que cursavam o 2° periodo de Graduagdo de
Licenciatura de Matematica na Universidade do Estado do Amazonas — UEA, localizada no
municipio de Tefé — AM. Do segundo ao sexto encontro, foram desenvolvidas cinco tarefas
investigativas, uma em cada encontro com a duracdo de 2 horas e 30 minutos. No sétimo e
ualtimo encontro, foi aplicado um questionario (apéndice A) com seis questBes para coletar as
opinides dos alunos acerca das experiéncias dos mesmos com a Investigagdo Matematica a

partir da participacdo deles nas tarefas investigativas desenvolvidas neste trabalho.

Participaram das atividades 24 alunos, que formaram grupos de 4 a 6 pessoas. A partir
desta organizacdo, a atividade foi entregue por escrito aos grupos, onde os alunos iniciavam a
préxima etapa investigando relagdes matematicas existentes na atividade proposta, mediante a
exploracdo das aplicagdes de derivadas como taxa de variagdo, maximos e minimos de fungdes.
Em seguida, a partir das relacbes encontradas, conjecturas eram formuladas mediante

discussdes envolvendo a validacdo ou refutagdo destas conjecturas. O processo do trabalho
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investigativo era finalizado com as apresentagdes e discussdes dos resultados obtidos de cada

atividade explorada.

Durante a realizacdo da primeira tarefa, os discentes apresentaram dificuldades porque
ainda ndo tinham trabalhado com esta metodologia. Mas, durante todo o processo, o professor
instigou os alunos, transmitiu confianca e os motivou a investigar relagdes matematicas de
acordo com a tarefa proposta. Desta forma, a investigacao produziu a formulagdo de conjecturas
que foram registradas nos cadernos de campo que cada grupo recebeu, e esses registros foram
discutidos e os resultados apresentados no final de cada tarefa investigativa. A socializagédo foi
0 momento dedicado para 0s grupos apresentarem as conjecturas formuladas e as estratégias
que utilizaram para encontra-las. Além disso, € 0 momento em que as discussfes sdo
promovidas para a verificacdo da validacéo dos resultados produzidos por cada grupo. Salienta-
se que para o desenvolvimento das tarefas investigativas envolvendo derivadas, aqui
apresentadas, os alunos devem ter conhecimentos prévios dos fundamentos da matematica

elementar, principalmente, dominar os conceitos sobre fungdes.
O quadro 1 destaca os encontros realizadas e suas respectivas tarefas desenvolvidas.

Quadro 1 — Encontros e tarefas desenvolvidas

ENCONTROS TAREFAS DESENVOLVIDAS

Primeiro Reunido com os alunos para apresentacdo da proposta

Segundo Tarefa 01 — explorando aluguel de imovel

Terceiro Tarefa 02 — cercando um terreno

Quarto Tarefa 03 — investigando soma, subtracdo e produto de nimeros

Quinto Tarefa 04 — construindo uma caixa

Sexto Tarefa 05 — minimizando custo

Sétimo Aplicacgédo de um questionario para coletar as concepcdes dos alunos
sobre a utilizacdo da Investigacdo Matemaética

Fonte: Do autor.
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A seguir a descrigéo das cinco tarefas investigativas que foram exploradas na disciplina

de Célculo I em uma turma do 2° periodo do Curso de Licenciatura em Matematica.

Tarefa 01: explorando aluguel de imovel

Antdnio é um pequeno empresério que trabalha com aluguel de imdvel. Atualmente ele
possui 20 casas para alugar, algumas pequenas com o preco do aluguel entre R$ 200,00 e R$
500,00 e outras maiores no valor de R$ 1000,00 & R$ 3000,00.

Um médico alugou uma das casas maiores de Antbnio com pagamento mensal de R$
3000,00. No contrato de aluguel tem uma clausula que estabelece reajuste anual de R$
600,00.

a) Investigue o que acontece com o valor do aluguel ap6s t anos. Justifique suas conclusdes.
b) De acordo com suas conclusdes do item a, qual a taxa de variacdo média do aluguel apés
t anos?

c) Qual a taxa de variacdo do aluguel ap6s t ano?

d) Investigue o que acontecera a porcentagem de variacdo apds alguns anos. Justifique.

e) Descreva as relag@es entre o item “b” e “c” de acordo com suas conclusdes.

Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves (2006)

Tarefa 02: cercando um terreno

Uma familia que mora numa comunidade ribeirinha do interior do Amazonas, possui 1500
metros de cerca para cercar uma area retangular que esta a margem do rio Solimdes.
Considere que a margem do rio é reta e ndo sera cercado o lado ao longo do rio.

a) Investigue situacGes possiveis da area do terreno, explorando os 1500 metros de cerca da

familia. Justifique suas conclusoes.

b) Verifique se existe um terreno com area maxima e justifique sua resposta.

Fonte: Do autor
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Tarefa 03: investigando soma, subtracdo e produto de nimeros

Investigue os valores de nimeros considerando cada item abaixo:

a) Encontre dois nimeros cuja a soma seja 25 e verifique se existe um produto maximo entre
eles. Justifique suas respostas.

b) Encontre dois nimeros cuja a diferenca seja 80 e verifique se existe produto minimo entre
eles. Justifique.

¢) Encontre dois nimeros positivos cujo o produto seja 80 e verifique se existe soma minima
entre eles. Justifique.

d) Encontre as dimensdes de um retangulo com area de 100 m2 e verifique se existe um

perimetro minimo. Justifique sua resposta.

Fonte: Adaptado de Stewart (2013).

Tarefa 04: construindo uma caixa

Uma pequena caixa sem tampa deve ser construida a partir de um pedaco quadrado de
papeldo, com 20 centimetros de largura, cortando fora um quadrado de cada um dos quatro
cantos e dobrando para cima os lados.

a) Explore varias situacdes do enunciado e descreva o que acontece com o volume.

b) Se existe um volume méaximo, encontre-o e justifique sua resposta.

Fonte: Adaptado de Stewart (2013)

Tarefa 05: minimizando custo

Uma empresa constrdi caixa d’dgua de alvenaria retangulares com o comprimento de 4
metros e o volume de 9 metros cubicos.

a) Explore situagdes, investigando de acordo com o enunciado as dimensdes que representam
o0 volume do tanque. Justifique.

b) Investigue as areas das faces do tanque que satisfazem o enunciado e justifique sua
resposta.

c) Se existe dimensdes que minimizam o custo para a fabricagdo dos tanques, encontre-as e

justifique sua resposta.

Fonte: Do autor



©)
UNIVATES

UNIVERSIDADE DO VALE DO TAQUARI - UNIVATES
PROGRAMA DE POS-GRADUAGCAO EM ENSINO DE CIENCIAS EXATAS — MESTRADO

Resultados obtidos

Durante o desenvolvimento das tarefas propostas além de instigar os alunos, observou-
se a participacdo dos discentes e as discussdes continuas. Além disso, foi enfatizado com os
alunos a importancia de anotagdes para registrar como foi pensado no decorrer de cada

atividade.

Para a organizagéo dos registros de anotacdes das respostas dos grupos, utilizou-se uma
letra maitscula mais um algarismo indicativo da atividade explorada, e para os alunos, nos
registros das gravacdes utilizamos uma letra maiuscula indicando o grupo e dois algarismos,
um representando o componente do grupo e o outro a atividade explorada respectivamente.

como por exemplo:

Atividade 1: Grupo Al, Grupo B1, Grupo C1, ...
Atividade 1: Aluno Al1, Aluno A21, ..., Aluno B11, Aluno B21, ...

A seguir serdo apresentados alguns resultados de cada uma das cinco atividades

produzidos pelos alunos:

No inicio, a maioria dos grupos estava com dificuldades para explorar os itens da

questdo apresentada. Alguns alunos comecaram a fazer perguntas:

Aluno B41: Professor, ndo estou entendendo nada. Como vamos descobrir o que
acontece com o valor do aluguel depois de um tempo?

Professor: Ninguém do grupo entendeu nada?

Aluno B11: Professor, eu acho que da para simular algumas situagfes atribuindo
valores para t indicando os anos.

Aluno B41: Ah, é verdade! Se pegarmos o valor que deve ser pago mais o reajuste
anual, e verificarmos em um ano, dois anos, trés anos, e assim por diante, d& pra
descobrir o que acontece depois de um determinado tempo.

Professor: Entdo verifiquem para ver o que acontece.

Aluno B21: Colegas, lembram da disciplina de Matematica Elementar que tivemos no
semestre passado?

Aluno B31: Sim, e dai?

Aluno B21: O valor do aluguel vai aumentado de acordo com a passar do tempo, de
ano em ano.

Aluno B31: Hum, entdo de ano em ano vai aumentar R$ 600,00. Mas o que isso tem
haver com a disciplina Matematica Elementar?

Aluno B21: N6s estudamos funcéo.
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Aluno B31: Certo! Entdo podemos simular situacdes e escrever uma funcdo para
representar esta situacao.

Aluno B21: Isso mesmo!

Aluno B31: Beleza! Entdo vamos la.

Depois das discussfes, este grupo concluiu que a taxa de variagdo de um ano para o
outro é sempre constante, e a partir da modelacdo de uma funcéo representativa a situacéo
explorada pode ser representada pela derivada da fungédo. A figura 1 destaca o procedimento

que o grupo B1 adotou.

Figura 1 — Resposta do grupo B1 da tarefa 1 do item a
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Fonte: Grupo B1
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Mediante a discussdo em relacdo ao item a da primeira atividade, eles concluirem que:

Figura 2 — Concluséo do grupo B1 do item a da primeira tarefa

Fonte: Grupo B1

No inicio da atividade houve preocupacdo com o tempo gasto pelos alunos para
iniciarem a busca por estratégias de respostas, mas quando isso acontece, Ponte, Brocardo e
Oliveira (2019, p. 30) esclarecem que:

de gastar algum tempo. Aos olhos do professor, porém, pode parecer que nada esta
acontecendo e que os alunos estdo com dificuldades quanto a essa atividade. No
entanto, essa etapa € decisiva para que depois os alunos comecem a formular questdes
e conjecturas. E nessa fase que vio se embrenhando na situacgdo, familiarizando-se
com os dados e apropriando-se mais plenamente do sentido da tarefa.

E realmente foi isso que aconteceu, com o passar do tempo, as discussdes produzidas
pelo grupo, proporcionaram a formulacdo de estratégias. Para Schmitt (2015), trabalhar em
grupo proporciona a producdo de conhecimentos porque € uma oportunidade para os alunos se
ajudarem, isto &, trocarem ideias, aprender um com o outro. E, conforme o tempo vai passando

e a discussao fluindo, a confianca vai aumentando entre os pares.

O grupo B1, apds destacar as conclusdes do item a percebeu que os itens b e ¢
representavam a mesma resposta, isto é, a taxa de variagdo média apds t anos é a mesma que a

taxa de variacdo em relacdo ao mesmo tempo. A figura 3, mostra o procedimento adotado pelo

grupo.
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Figura 3 — Resposta do item b da tarefa 1 do grupo B1
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Fonte: Grupo B1

Mediante esta verificagdo o grupo concluiu que a taxa de variagdo média era sempre
constante, independentemente do intervalo de tempo analisado. Em relagéo ao item c, o grupo
B percebeu analisando o item b, que poderia ser resolvido por meio de derivadas. Desta forma,

a figura 4 mostra como encontraram a taxa de variagao.

Figura 4 — Resposta do grupo B1 do item c da tarefa
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Fonte: Grupo B1
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Desta forma, o grupo utilizando a ideia de limite, apresentou sua conclusdo, conforme
visualiza-se na Figura 5.

Figura 5 — Conclusao do grupo B1 em relacéo ao item c da tarefa 1
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Fonte: Grupo B1

Em relacdo ao item d o grupo B1 utilizou uma estratégia valida, mas na resolugédo

cometeram alguns erros, que ndo prejudicou a conclusdo esperada. Na figura 6 as respostas
deste grupo.

Figura 6 — Respostas do grupo B1 em relacdo ao item d da tarefa 1
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Fonte: Grupo B1
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Analisando as respostas dos alunos percebe-se que a estratégia para verificar o que
acontece com a porcentagem de variacdo apos t anos, € valida. Mas o grupo errou a resolucéo
da primeira e terceira simulacdo da figura 6. Apesar do erro, a figura 7 demonstra que o Grupo
B1 chegou na resposta esperada. Diante desta situacéo, instigou-se o grupo para que verificasse
os resultados das multiplicacGes e divisdes apresentadas. No momento da apresentacéo final, o
grupo apresentou suas conclusdes e destacou os erros de célculo e enfatizaram que foi falta de
atencdo, mas corrigiram.

Figura 7 — Conclusao do grupo B1 em relacdo ao item d da tarefa 1
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Fonte: Grupo B1
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A Figura 8 demonstra a conclusdo do Grupo B1 em relagdo ao item e, destacando a
relagdo do item b com o item c.

Figura 8 — Resposta do grupo B1 em relacdo ao item a da tarefa 1
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Fonte: Grupo B1

Nesta figura, o grupo B1 enfatiza que tanto a taxa de variacdo média como a taxa de
variacdo instantanea tendem para o0 mesmo valor que ¢ R$ 600,00. Para este grupo chegar as
conclusbes apresentadas, ndo foi de imediato, os alunos demoraram para expressar ideias de
como resolver a atividade proposta. Mediante o didlogo que houve com o professor, ja

destacado anteriormente, comegaram a formular conjecturas e discuti-las.

No inicio todos os alunos pareciam sem direcdo diante do desafio apresentado, falando
sobre investigue, encontre, justifique. Mas, a partir das interacdes e participacao do professor,
as respostas fluiram, e os alunos comecaram a compreender que “a realizacao de investigagdes
matematicas, pelo aluno, pode contribuir de modo significativo para a aprendizagem da
matematica e para desenvolver o gosto por essa disciplina” (PONTE; BRACARDO;
OLIVEIRA, 2019, p. 138).

Diante da segunda atividade investigativa, os alunos apresentaram mais autonomia e

comecgaram a buscar situagdes, como enfatiza o didlogo dos componentes do grupo A2.
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Aluno A32: Eu acho que a gente pode desenhar retangulos e atribuir valores para os
quatros lados e calcular a area pra ver o que acontece.

Aluno Al12: Para os quatros lados? Acha que ndo, a questdo diz que o lado ao longo
do rio ndo vai ser cercada.

Aluno A32: H4, é verdade. Entdo vamos fazer desenhos e atribuir valores aos trés
lados do terreno que ndo é o lado da margem do rio.

Aluno A42: Beleza! Vamos Ila.

Partindo deste dialogo, o grupo A2 realizou algumas simulagdes explorando os 1500
metros através de desenhos retangulares como destaca a figura 9.

Figura 9 — Primeira simulacdo do grupo A2
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Fonte: Grupo A2
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Este grupo simulou situacdes em varios retdngulos, considerando apenas trés lados
conforme o enunciado da atividade proposta e definiram como altura h a medida para os lados
paralelos do retangulo e chamaram de largura b. A partir disso definiram que 2h + b = 1500. A
figura 9 mostra que estes alunos testaram diversos retangulos, os quais tinham diferencga na
medida da largura de 50 metros um do outro. Assim, conforme a largura ia aumentando a altura
diminuia. A Figura 10 destaca a continuag&o dos testes do grupo.

Figura 10 — Continuacdo da simulacdo do grupo A2 em relacao a tarefa 2
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Fonte: Grupo A2
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Diante desses resultados, o grupo A2 enfatizou que é possivel tracar um terreno
retangular a partir dos 1500 m de cerca de modo que a familia aproveite uma area maxima. A
seguir, um dialogo do grupo.

Aluno A22: Olha, se a largura é maior do que 750 m a éarea do terreno comeca a
diminuir. Entdo se o terreno tiver as medidas 375 m de altura e 750 m de largura vai
ter uma area maxima.

Aluno A42: Serd? S6 que nos temos que ver também o intervalo de 750 a 800.
Aluno A22: Como assim?

Aluno A42: Temos que testar as larguras de 751, 752 e assim por diante.

Aluno A32: Eu acho que devemos comegar tentando 749,5 e depois 751.

Aluno A22: Certo.

Aluno A12: Vamos l4 ent&o.

Mediante esta reflexdo, o grupo A2 decidiu testar as medidas da largura das regifes

retangulares maior que 750m e menor que 850m. A figura 11 ilustra a estratégia utilizada pelos

alunos.
Figura 11 — Investigando valores proximos de 750 metros
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Fonte: Grupo A2
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A Figura 12 ilustra a conclusdo do grupo A2 depois das discussdes e testes realizados.

Figura 12 — Concluséo do grupo A2
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Fonte: Grupo A2

Refletindo sobre os resultados encontrados pelo grupo A2 em relagdo a segunda
atividade, percebe-se que a partir da intervencao do professor o grupo foi ganhando confianca.
Dessa forma, formularam conjecturas a partir de estratégias como construcdo de quadros,
desenhos e expressdes matematicas.

A figura 13 ilustra um dos modos utilizados pelos alunos do grupo B3 para formalizar
conclusbes em relacdo ao item a da atividade 3.

Figura 13 — Respostas do grupo B3 em relacdo ao item a
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Fonte: Grupo B3
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De acordo com a simulagdo produzida pelo grupo B3 correspondente ao item a da
atividade 3, percebe-se que a conclusdo do grupo, conforme os valores dos nimeros que
correspondem a soma de 25 se aproximam, esses fatores tendem a um produto maximo. Desta

forma, a figura 14 destaca a concluséo dos alunos desta equipe.

Figura 14 — Conclusao do grupo B3 do item a
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Fonte: Grupo B3

Analisando as respostas dos outros grupos em relacdo ao item a da tarefa 3, 0s grupos
ndo apresentaram dificuldades para chegar a conclusao que existe um produto maximo, e todos
utilizaram a estratégias de simular varios produtos a partir da variacdo de dois nUmeros cuja a

soma seja sempre igual a 25.

Em relacdo ao item b da terceira tarefa, nenhum grupo conseguiu desenvolver uma
resposta aproximada da esperada. Todos os grupos fizeram simulacdes mediante subtracdes de
dois nimeros igual a 80 e depois encontraram os produtos desses numeros. Apenas o grupo B3
conseguiu explorar a ideia de derivadas para analisar o comportamento dos produtos dos fatores
relacionados com a subtracdo de acordo com o enunciado da questdo. Por exemplo, a figura 15

destaca o que o grupo D3 construiu.
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Figura 15 — Construcéo do grupo D3 em relacéo ao item b da terceira tarefa
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Fonte: Grupo D3
Mediante as simulagOes destacadas por esse grupo na figura 15, percebe-se que
chegaram a concluséo que o produto minimo existe e tende a zero. Um dos motivos para tal
concluséo foi que este grupo considerou apenas valores positivos, e partir disso a interpretacdo

dos alunos ficou limitada e entdo o resultado néo foi o esperado.

Os grupos B3, C3 e E3 também chegaram a mesma conclusdo do grupo D3. Para 0s
alunos da equipe A3, o produto minimo ndo tende a zero, mas tende a 81. A resposta do grupo

A3 também ndo condiz com a esperada. A figura 16 ilustra a concluséo deste grupo.
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Figura 16 — Resposta do grupo A3 em relagdo ao item b da terceira tarefa
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Fonte: Grupo A3

Observa-se na producdo do grupo A3, destacada na figura 16, que por falta de
concentracdo, o produto de 81 por 1 € igual a 81 e no quadro no final da figura o produto desses

fatores € igual a 80. A partir deste contexto, o professor pesquisador instigou alguns grupos
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para refletirem sobre a possibilidade de ampliagdo da exploracdo desse contexto. Alguns

momentos dessa acdo séo destacados a seguir:

Professor: Serd que ndo existe outras possibilidades além dessas que vocés
exploraram?

Aluno A23: Como assim professor, ndo entendi?

Professor: Observando as conclusdes de vocés, nota-se que utilizaram bastante
nUmeros na casa de oitenta, por exemplo, 81; 82, 87, 80.05, 81.01 e assim por diante.
Professor: Sera que o produto minimo tende a zero? Serd que ndo existe outros
produtos menores que zero dentro do contexto explorado?

Aluno B33: Professor, pensando na sua pergunta, acho que tem outras possibilidades,
por exemplo, se pegarmos um nimero positivo e multiplicarmos por um negativo, o
produto serd menor que zero.

Professor: Exemplifica essa tua ideia.

Aluno B33: Ok professor. Veja s6, 20 - ( -60), o resultado ¢é 80 e o produto é -1200,
que é menor que zero. Entdo realmente a conclusdo que destacamos como o produto
minimo tendendo para zero foi errada.

Aluno D43: Professor, observando a discussdo e colocagdo do colega, cheguei a
concluséo que o produto minimo é -1600.

Professor: Como assim? Vocé pode explicar melhor como chegou nessa conclusdo?
Aluno D43: Sim professor! Se multiplicarmos um ndmero positivo por um negativo
que a diferenca entre eles seja oitenta, esse produto é minimo quando esses fatores
sdo opostos, por exemplo, 40 multiplicado por -40.

Desta forma, os alunos foram instigados a pensar em outras possibilidades e buscar

padrdes com situacOes anteriores.

Professor: Analisando as conclusfes, e comparando com o que ja formularam em
questdes anteriores, serd que é possivel modelar esta situagao?

Aluno C13: Professor, analisando nossas respostas e a letra a desta questao chegamos
a conclusdo de explorar derivadas, e fizemos.

Professor: Compartilhe a estratégia que utilizaram.

Aluno C13: Utilizamos X—Y =80e o produto X - Yy, isolamos o y na diferenga e

substituimos no produto e chegamos a funcao T (X) = x> —80X, como a questio
fala de minimo, usamos a derivada da funcéo ( f (X) = 2x —80) igualando a zero

chegamos em X = 40 e dai que para a diferenca ser igual a 80 0 Y = —40 . Por isso
que existe 0 produto minimo e é igual a — 1600.

O item c da terceira tarefa investigativa, enfatiza sobre o produto de dois ndmeros
positivos que o produto é 80, e instiga os alunos sobre a existéncia de uma soma minima. Para
a realizacdo desta tarefa, os grupos apresentaram dificuldades porque os nimeros que se
aproximavam do contexto solicitado no enunciado se apresentava como um nudmero irracional

e ndo como um inteiro.
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Figura 17 — Resposta do grupo D3 em relacéo ao item c da tarefa 3
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Fonte: Grupo D3

A figura 17 ilustra que este grupo testou varios numeros inteiros e também usou
aproximagoes, concluindo que existe uma soma minima entre dois nimeros cujo o produto €
80. Segundo os componentes deste grupo, eles encontraram dificuldades porque tiveram que

testar varios numeros decimais com mais de um digito apés a virgula.

No ultimo item da terceira tarefa investigativa foi solicitado para verificar a existéncia
de um perimetro minimo a partir da exploracdo das dimensfes de um retangulo com area de
100 m2. Os grupos desenvolveram essa atividade com facilidade porque a sequéncia de
atividades exploradas com caracteristicas investigativas proporcionou adaptacdo com questdes
desse tipo. Dessa forma, a busca por estratégias em prol de formulacéo de conjecturas foi sendo

construido com mais autonomia.

A figura 18 ilustra como o grupo A3 organizou as ideias discutidas sobre a existéncia

de um perimetro minimo de uma regido retangular com area de 100 m2.
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Figura 18 — Estratégia utilizada pelo grupo A3 para investigar o item d da tarefa 3

‘> rpo S0 zs
ve S 25
AT Cx &5~ toom

-~

A: 1 xtog = twom< Az 2x80: 100m<

p-roosfooel tL v Lo2mn  P: S0 §50+212L= 109 m Prl54254544: 58,

_—W 10

Lo
g 5 § g
i e {10
70 12,8
A SX 2oz toom® 42 8x125- toomt o .
- Jo Ko = OO

- 20¢80 45 457 50mn Pe 12541256845 Yo A-
pz 20 “p-lotlodoiso s GO

[ ——— é

H
’ : ! | ~r
12% 2,8 72 leo 25 los
; u

Az 15,5k §z foow? Ao Gox §e A0t P
P €4 4105 412,5 2 $tims, P Zpilne5¢ S50 m5 Ae £55G: 10027
Pz 251254945 5& an
7 T - P
@ 0 fé,ﬁf/”b’fw ApIM y/ﬂm , ﬂﬁﬁfﬂt/-ﬂ/ﬁo A5 fggs! 1 E
SiTVA(DES Cowlloimes  guid A0 1ALgpos oS b3S Lo €6 TanEy Lo

) e ’ 4 f
DBTENMES o dajpy wiwive Do VEWIEIRO.

Fonte: Grupo A3

A figura 18 mostra que de acordo com as simulacdes feitas pelo grupo A3, existe um
perimetro minimo de um retadngulo que tem area de 100 m?, e é exatamente a 40 m. Para 0s

componentes desse grupo, as variacdes das dimensfes do retangulo de acordo com a area

25



©)
UNIVATES

UNIVERSIDADE DO VALE DO TAQUARI - UNIVATES

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENSINO DE CIENCIAS EXATAS — MESTRADO

estabelecida demonstrou que quando as medidas dos lados se aproxima de 10 m, também o

perimetro do retangulo se aproxima de 40 m. Desta forma, concluiram que existe um perimetro

minimo e é igual a 40 metros.

Depois da apresentagéo da tarefa 4, os grupos comecaram a investigacdo em busca de

formulacdo de conjecturas. A seguir um momento de interagdo entre um dos grupos com o

professor.

Professor: Sobre o que estdo conversando?

Aluno E24: Professor, estamos muito confusos sobre esta atividade. Comentei com
meus colegas que eu acho que temos que testar algumas situagdes com as medidas
diferentes dos quadrados que temos que cortar.

Professor: Como assim, vocé pode me explicar melhor essa sua ideia?

Aluno E24: Posso sim professor, por exemplo, tirar deste papeldo um quadrado de
cada canto medindo um centimetro de lado e verificar o volume, depois testamos os
quadrados tirados com dois centimetros de lado e novamente calculamos o volume, e
assim por diante.

Professor: E 0 que vocés acham que vai acontecer utilizando este procedimento?
Aluno E24: Acreditamos que vai ajudar a entender o que acontece com o volume da
caixa conforme mudamos as medidas dos quadrados cortados.

Aluno E34: Professor, eu acho que fica melhor de entender e fazer isso, se a gente
fizer desenhos representando o papeldo quadrado, e destacando os quadrados cortados
em cada ponto.

Professor: Entdo vamos 14, apliquem essas ideias que vocés apresentaram e depois
discutem os resultados.

Essa atitude de buscar e testar situagdes diversas por meio de simulacdes e construcdes

de desenhos sdo ac¢des fundamentais para formulacdo de conjecturas em tarefas investigativas,

visto que oferecem padrdes que auxiliam na construcao de conhecimentos mediante a validacéo

das conjecturas. Desta forma, a partir do dialogo entre professor e alunos do grupo E4, estes

construiram desenhos de varios quadrados, como ilustra a figura 19.
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Figura 19 — Construcdo das respostas do grupo E4 da tarefa 4

Commrprpamento = = <. Lok
M2 -
A ltine.

| e 27

Vs 11848 = 32y de V= 2. 16lé = 512dre®

Jolurat seexime

V= 3,6.12,3.12,8 = 549, B20d2
V=34, 132,032 =592,9164.3 ' s

V=15.13.13= Sfi-‘.fd"""3

Fonte: Grupo E4

De acordo com a figura 19, o grupo E4 ilustra que existe um volume maximo quando a
medida do lado do quadrado retirado esta entre 3,3 cm e 3,4 cm, visto que, de acordo com as
simulacdes que fizeram, o volume vai aumentando conforme os testes com as medidas dos
lados do quadrado retirado valendo 1 cm, 2 cm, 3 cm e 3,3 cm. Mas, a partir do teste de 3,4 cm,
3,6 cm o volume da caixa vai diminuindo, por isso, existe um volume maximo quando a medida

do lado do quadrado retirado das pontas do papeldo esta entre 3,3 cm e 3,4 cm.
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A figura 20 ilustra a ideia apresentada pelo grupo E4, onde o desenho destaca a medida
x dos lados dos quadrados que devem ser retirados dos quatro cantos do papeldo quadrado.
Segundo o grupo, foi usado a formula do calculo do volume da caixa formada que gerou uma
funcdo do terceiro grau. Depois foi calculada a derivada e o valor igualado a zero encontrando
o valor de x igual a 3,3333.... Este valor confirmou os testes que eles fizeram, onde destacaram
que a caixa possui volume maximo quando a medida do lado dos quadrados retirados do
papeldo quadrado se encontra entre 3,3 cm e 3,4 cm. Assim, perceberam que o valor encontrado
com a utilizacdo de derivadas esta exatamente entre esse intervalo, pois corresponde a dizima

periddica 3,333..., maior que 3,3 e menor que 3,4.

Figura 20 — Desenho do grupo E4 representando a construcdo da caixa
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Fonte: Grupo E4

As gravacdes das conversas desse grupo destacam o dialogo dos alunos durante o
desenvolvimento da atividade 4, e enfatiza a estratégia expressa na figura 20 utilizada pelo
grupo E4.

Aluno E14: E se a gente atribuir valores para a medida dos quadrados que devem ser
cortados do pedaco de papeldo, dai vamos fazer um desenho que represente a caixa e
vamos chamar a medida do lado dos quadrados que devem ser cortados de x.

Aluno E34: E verdade, e depois calcular o valor de x e verificar se corresponde aos
testes que fizemos.
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Aluno E24: Como da pra fazer isso?

Aluno E44: De acordo com desenho que fizemos, o volume da caixa deve ser (20 —
2X).(20 — 2x).x.

Aluno E14: E assim mesmo! A medida do lado é 20 — 2x porque como em cada quanto
do quadrado de papeldao tem que cortar o quadradinho de lado de medida x, no lado
do quadrado do papeldo tem 2x.

Aluno E14: Vocé esté certo, multiplicando a érea da base do quadrado do papeldo (4x2
- 80x +400) pela altura x, 0 volume é 400x — 80x2 + 4x3. Depois igualamos a derivada
desta funcdo do volume a zero, o valor de x que da o volume maximo correspondente

16000 5
cm-.
27
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Analisando as respostas apresentadas pelos grupos, quatro utilizaram a mesma

estratégia para responder os trés itens solicitadas na tarefa 5, isto é, atribuiram valores para a

altura ou a largura de acordo com o volume de 9 m3 que deveria ter cada tanque retangular. Mas

uma das equipes, 0 grupo E, questionou se poderiam utilizar o notebook para explorar essa

atividade no Excel, como destaca o dialogo abaixo:

Aluno E35: Professor, para esta atividade podemos utilizar o notebook para explorar
as dimens6es do tanque?

Professor: Por que vocés resolveram utilizar o notebook?

Aluno E35: E porque n6s queremos utilizar o Excel para investigar as dimensdes do
tanque que deve ter o volume de 9 m3.

Aluno E15: E professor, com o Excel os célculos sdo mais rapidos.

Aluno E25: No Excel professor, da também pra gente organizar em linhas e colunas
as medidas das dimensdes, o volume e a area total das faces do tanque.

Professor: Tudo bem.

A figura 21 destaca a construcdo produzida no Excel pelo grupo E5, onde sdo

visualizadas as medidas da largura e da altura de acordo com o volume do tanque. E, de acordo

com a producdo do grupo, percebe-se que existem dimensfes que minimizam o custo da

producdo de tanques, visto que o resultado destaca que existe uma area total minima do tanque.
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Figura 21 — Construcdo de resposta do grupo E5 no Excel

Largura  |Altura  |Comprimento |Volume |Area total do tanque |Area das faces do tanque
X y Z V 2xy + 8x + 8y 2y | 8 | 8

05 45 4 9 445 45 4] 36

1] 225 4 9 05 45 8 18
15 15 - 9 285 45 12 12
2| 112 4 9 295 45 16 9
25 09 4 9 A7 45 200 72
3 075 4 9 345 45 24 6
35| 06429 4 9 3764285714 45 28] 51429
4| 05625 4 9 41 45 32] 45
45 05 4 9 445 45 36 4
5 045 4 9 48 1 45 40] 36

Fonte: Grupo E5

Mediante a utilizacdo da ferramenta tecnoldgica Excel, os alunos do grupo E5
construiram suas respostas e apresentaram suas conclusfes. A figura 21 demonstra que 0s
alunos do grupo E5, a partir da utilizacdo do Excel, chegaram a concluséo que o custo do tanque
com as medidas citadas na atividade 5 serd o menor possivel quando as medidas da largura e
da altura forem iguais 1,5 m, visto que, produzira a menor area total das faces necessarias para
a construcdo do tanque com 4 m de comprimento e volume de 9 ms3. Portanto, o grupo E
concluiu que existem dimensdes minimas que reproduzem um custo minimo para a fabricacao
de tanques e a area total das faces do tanque se aproxima de 28,5 m2, que corresponde a minima
possivel, ja que para valores maiores ou menores de 1,5 m atribuidos a largura e a altura, a area
total € maior que 28,5 m2. Esta concluséo esta ilustrada na figura 21, que representa a estratégia

construida pelo grupo E5 no Excel.

Analisando os fundamentos da tecnologia, Cardoso (2019) destaca que a utilizacdo de
recursos tecnoldgicos nas aulas de Matematica pode trazer beneficios a aprendizagem dos

discentes e também inovar as atividades metodolégicas de ensino dos ambitos escolares, pois
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para o autor, tais instrumentos promovem o interesse dos alunos e proporcionam a melhora de
seu rendimento. Corroborando com a autora, Santos e Amaral (2012, p. 84) explicam que “a
utilizacdo de novas tecnologias alia-se a necessidade de se aprender melhor, de se utilizar

recursos que promovam uma melhor aprendizagem

Desta forma, por meio das 5 tarefas investigativas exploradas, os alunos formularam as
seguintes conjecturas: taxa de variacdo € uma constante que pode ser determinada a partir da
derivada de uma funcédo que expressa a atividade proposta; existe um nimero que proporciona
um volume méximo ou uma area maxima, minimizacao de custo de construgdo de caixa d’agua,
tal que, quanto mais se aproxima deste nimero pela direita ou pela esquerda, a tendéncia e a
aproximacdo dos valores maximos e minimos desejados. As principais estratégias utilizadas
pelos alunos foram: o uso de diferentes representacfes simbdlicas e numéricas para resolver as
tarefas propostas como construcao de quadros, desenhos, e modelos matematicos para simular
situacdes relacionadas com taxa de variagdo, maximos e minimos de fun¢fes de acordo com o

enunciado de cada tarefa investigativa.

Durante o desenvolvimento das tarefas propostas os alunos demonstraram mudancas
relacionadas com a motivacdo, interesse e compromisso na busca da construcdo de
conhecimentos matematicos com autonomia. Além disso, a partir da observacdo constante dos
grupos, percebeu-se que a atitude de buscar estratégias no estabelecimento de relacdes
matematicas apresentada pelos alunos favoreceu a melhoria no desempenho dos aspectos

cognitivos.

Em relagdo ao posicionamento dos alunos sobre a Investigacdo Matematica, a maioria
destacou que tiveram dificuldades para encontrar estratégias para formular conjecturas diante
das tarefas propostas. Entretanto, elogiaram a produtividade da interagdo dos grupos que

ocorreu no decorrer das aulas. Salientaram a importancia da socializa¢do dos resultados porque
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cada grupo apresentava suas conclusdes e as discussdes oriundas desta socializagdo auxiliava

na validagéo dos resultados.

A socializacdo foi 0 momento em que cada grupo apresentou suas conjecturas e as
estratégias utilizadas para encontra-las, esse momento é fundamental para os discentes
conhecerem os resultados dos outros grupos. Desta forma, os alunos demonstraram que as
discussbes em grupo sdo fundamentais para a producdo de novos conhecimentos e

desenvolvimento da aprendizagem de forma eficaz.

Referéncias

BERTINI, L. F.; PASSOS, C. L. B. Uso da investigagdo matematica no processo de ensino e
aprendizagem nas séries iniciais do ensino fundamental. In: XII Encontro Brasileiro de
Estudantes de P6s-Graduacdo em Educagdo Matematica, 2008, Rio Claro. Anais... Rio Claro,
2008. p. 1-17

BRASIL. Ministério da Educacdo. Base Nacional Comum Curricular — BNCC. Brasilia, DF,
2018. <http://basenacionalcomum.mec.gov.br/wp-content/uploads/2018/02/bncc-20dez-
site.pdf>: Acesso em: 30 nov. 2018.

CARDOSO, Mikaelle Barboza. Praticas docentes e tecnoldgicas no ensino de matematica.
Curitiba: CRV, 20109.

FLOOD, Raymond. WILSON, Robin. A Histéria dos Grandes Matematicos: as descobertas
e a propagacdo do conhecimento através das vidas dos grandes matematicos. Sdo Paulo: M.
Books do Brasil Editora, 2013.

GONCALVES, Daniele Cristina. “Aplicacées das Derivadas no Calculo I: Atividades
Investigativas utilizando o GeoGebra *' 01/05/2012 110 f. Profissionalizante em
EDUCACAO MATEMATICA Instituicdo de Ensino: UNIVERSIDADE FEDERAL DE
OURO PRETO, OURO PRETO Biblioteca Depositaria: ICEB/UFOP, 2012

MAGALHAES, Ana Paula A. S. VARIZO, Zaira da Cunha Melo. Atividades Investigativas
como uma estratégia de ensino e aprendizagem da matematica. Curitiba: CRV, 2016.

PONTE, J. P.; BROCADQO, J.; OLIVEIRA, H. Investigacdes Matematicas na Sala de Aula.
3 ed. rev. ampl; reimp. Belo Horizonte: Auténtica Editora, 2016.

32


http://basenacionalcomum.mec.gov.br/wp-content/uploads/2018/02/bncc-20dez-site.pdf
http://basenacionalcomum.mec.gov.br/wp-content/uploads/2018/02/bncc-20dez-site.pdf

©)

UNIVATES

UNIVERSIDADE DO VALE DO TAQUARI - UNIVATES
PROGRAMA DE POS-GRADUAGCAO EM ENSINO DE CIENCIAS EXATAS — MESTRADO

. Investigacbes Matematicas na Sala de Aula. 4 ed. Belo Horizonte: Auténtica
Editora, 2019.

SANTOS, M. E. K. L. dos. AMARAL, L. H. Avaliacdo de objetos virtuais de aprendizagem no
ensino de matematica. Revista de Ensino de Ciéncias e Matematica. V. 3, n. 2, p. 83-93,
2012.

SCHMITT, Fernanda E. Abordando Geometria por meio da investigacdo matematica: um
comparativo entre 0 5° e 9° anos do ensino fundamental. 2015. 105 f. Dissertagdo (Mestrado
em Ensino de Ciéncias Exatas) — Centro Universitario UNIVATES, Lajeado, 2015.

33



©)
UNIVATES

UNIVERSIDADE DO VALE DO TAQUARI - UNIVATES
PROGRAMA DE POS-GRADUAGCAO EM ENSINO DE CIENCIAS EXATAS — MESTRADO

Apéndice A
Questionario
1. A Investigacdo Matematica ja tinha sido utilizada em aulas anteriores?
()Sim () Néo
2. Vocé achou interessante a metodologia utilizada? Justifique.

( )Sim () Néo

3. As tarefas investigativas propostas Ihe ajudaram a compreender o conceito de derivada?

Justifique.

() Sim () Néo

4. Descreva 0s aspectos positivos em relacdo ao uso da Investigacdo Matematica.

5. Como o grupo registrou as conjecturas e conclusdes? Encontrou dificuldades? Justifique.

6. O gue vocé achou do momento das discussdes em grupo para construcdo de conhecimentos

e aprendizagem? Justifique.
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