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RESUMO

Até os anos de 1950, os engenheiros e cientistas estudavam os fenémenos da
dindmica dos fluidos através de métodos analiticos ou experimentais, porém, devido
a complexidade das equacdes de Navier-Stokes, as quais modelam estes
problemas, ou devido ao alto custo laboratorial envolvido em determinados
experimentos, muitas vezes um problema especifico ndo podia ser avaliado
corretamente. Com o avango das tecnologias computacionais, ocorreu a viabilizagao
da utilizacdo de métodos numéricos na solucdo de problemas de escoamento de
fluidos, permitindo a andlise detalhada destes fenbmenos com grande precisdo e em
curtos periodos. Sendo assim, o presente trabalho tem como objetivo desenvolver
um cédigo numérico na linguagem FORTRAN 90, capaz de solucionar as equacgfes
de Navier-Stokes para escoamento de fluidos transientes, incompressiveis,
bidimensionais e com baixo numeros de Reynolds. Para a discretizacdo das
equacBes governantes, foi utilizado o método dos volumes finitos, com malha
estruturada e arranjo desencontrado. O problema de acoplamento presséao-
velocidade e a nédo linearidade das equagdes governantes, foram tratados utilizando
o algoritmo SIMPLE. Trés estudos foram realizados com o objetivo de testar o
cédigo criado, comparando os resultados obtidos no presente trabalho, com os da

literatura, verificando assim a acuracia do algoritmo e do método numérico utilizado.

Palavras-chave: Método dos volumes finitos, Dinamica dos fluidos computacional,
Navier-Stokes, FORTRAN.



ABSTRACT

Until the 1950s, engineers and scientists studied the phenomena of fluid dynamics
through analytical or experimental methods, but because of the complexity of the
Navier-Stokes equations, which shape these problems, or because of the high
laboratory cost involved in certain experiments, usually a specific problem could not
be evaluated correctly. With the advancement of computational technologies, it was
possible to use numerical methods to solve problems of fluid flow, allowing the
detailed analysis of these phenomena with great precision and in short periods.
Thus, this work aims to develop a numerical code in the FORTRAN 90 language,
capable of solving the Navier-Stokes equations for transient, incompressible, two-
dimensional and low Reynolds numbers fluid flow problems. For the discretization of
the governing equations, the finite volume method was used, with a structured mesh
and staggered grid. The pressure-velocity coupling problem and the non-linearity of
the governing equations were treated using the SIMPLE algorithm. Three studies
were carried out to test the code created, comparing the results obtained in the
present work, and the ones from the literature, the accuracy of the algorithm and the

numerical method used.

Key-words: Finite volume method, Computational fluid dynamics, Navier-Stokes,
FORTRAN.
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1 INTRODUCAO

A mecénica dos fluidos, como o nome indica, € o ramo das ciéncias exatas
gue estuda os fluidos, tanto em repouso quanto em movimento. O estudo deste
estado fisico é extremamente importante para o desenvolvimento tecnolégico, uma
vez que esta presente em diversas aplicacBes do dia a dia, desde o escoamento de

ar sob aeronaves, até no sistema circulatério de seres vivos.

As primeiras informacdes qualitativas referente aos fluidos, datam dos séculos
Il e Il a.C., na Grécia antiga, quando Aristételes descreveu 0 principio da
continuidade e Arquimedes formulou as leis dos corpos submersos. Apés
Arquimedes, diversos cientistas se dedicaram em compreender melhor os
fenbmenos envolvidos na mecanica dos fluidos, dentre as contribuicdes gerais,
destacam-se, Leonardo da Vinci, Daniel Bernoulli, Leonhard Euler, Jean d’Alembert,
Joseph-Louis Lagrange, Pierre-Simon Laplace, Osborne Reynolds, George Gabriel
Stokes, Claude Louis Marie Henri Navier, entre outros (ROUSE, 1983).

Conforme Sears et al. (1984), a mecanica dos fluidos é dividida em duas
areas, a estética dos fluidos ou hidrostatica, que é relacionada ao estudo dos fluidos
em repouso, e a dindmica dos fluidos ou hidrodinamica, que é relacionada ao estudo

dos fluidos em movimento.

Em relacdo a hidrostatica, os tratados mateméaticos que descrevem seus

fenbmenos sdo mais simples do que os dos fluidos em movimento, embora seu
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estudo seja muito importante em aplicagcbes submersas, tais como barragens e
submarinos (FOX; PRITCHARD; MCDOLAND, 2010).

Em contrapartida, os fenomenos envolvendo a dinamica dos fluidos sédo mais
complexos, o conjunto de equacdes que modelam estes eventos é conhecido como
equacOes de Navier-Stokes e foram derivadas pelos matematicos George Stokes e
Claude Navier, por volta do século XVIIl. Caso ndo sejam aplicadas simplificacdes,
essas equacles apresentam enormes dificuldades matematicas, sendo que uma
solugcdo analitica Unica é até hoje desconhecida, além disso, uma solugdo que
comprove as equacfGes de NS faz parte do projeto The Millennium Problems,
iniciado pelo Clay Mathematics Institute (CMI), que atualmente oferece um prémio de

um milh&o de dolares para quem resolver o problema (RODRIGUEZ, 2011).

Conforme Maliska (2014), existem trés ferramentas bésicas que os
engenheiros e cientistas podem utilizar para a analise ou desenvolvimento de seu
projeto na dindmica dos fluidos. A primeira técnica e a mais antiga, € a utilizacao de
métodos experimentais, nos quais o estudo do escoamento dos fluidos é realizado
em tuneis de vento e tanques de agua, porém, nem sempre sdo satisfatérios ou
viaveis, ja que nem todo fenbmeno em estudo é passivel de reproducao laboratorial,
tais como previsdo do tempo, movimento de sangue através das veias do corpo
humano, estudo do comportamento dos gases no interior de reatores, simulacdo de
agua no subsolo, entre outros. Além disso, este tipo de préatica pode acarretar em
um elevado custo e tempo de montagem experimental (FORTUNA, 2012).

A segunda ferramenta é a utilizacdo de métodos analiticos na solu¢do dos
problemas da dinamica dos fluidos, porém, conforme Fortuna (2012), por requerer
diversas simplificacdes nas equacdes governantes do movimento de fluidos, muitas

vezes nao descrevem de forma adequada um fenémeno real.

Por fim, a terceira e Ultima ferramenta, sdo os métodos numéricos, que, de
acordo com Yang et al. (2005), paralelo ao surgimento do computador digital na
década de 50, permitiu a utilizacdo e desenvolvimento de algoritmos capazes de
solucionar os problemas da dindmica dos fluidos utilizando técnicas numéricas de
aproximacéo, possibilitando assim, solu¢des numéricas de suas equagles

governantes. Esta técnica, que permite o estudo e obtencdo de dados de
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escoamento de fluidos de fenémenos reais, sem custos elevados referente aos
testes laboratoriais ou simplificacbes inadequadas nas equacdes governantes, €
denominada dinamica dos fluidos computacional (DFC), ou computational fluid
dynamics (CFD), em inglés.

Sendo assim, de acordo com Zuo (2005), devido as suas vantagens, existem
diversos campos de atuacdo para a utilizacdo da DFC, dentre eles se encontram as
areas da biomedicina, automotiva, processos quimicos, processos de resfriamento,
hidraulica, geracao de poténcia, esportes, marinha, aerondutica, aeroespacial, entre

outros.

Tendo em vista as consideracfes apresentadas acima, devido a possibilidade
de trabalhar com métodos numéricos utilizando recursos computacionais, diversos
problemas, antes ndo solucionaveis e de dificil reproducdo laboratorial, podem ser
aproximados e, se tratados de forma correta, fornecerem resultados muito proximos
com os encontrados em fenbmenos reais, auxiliando assim o0s engenheiros e

cientistas em seus campos de atuacao.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo geral

O objetivo geral deste trabalho € o desenvolvimento de um cdédigo
computacional em linguagem FORTRAN 90, capaz de solucionar as equacdes de
Navier-Stokes por meio de um método numérico, permitindo a obtencdo dos campos

de velocidade e linhas de corrente caracteristicos de determinado escoamento.

1.2.2 Objetivos especificos
Este trabalho apresenta os seguintes objetivos especificos:

. Discretizar as equacdes de Navier-Stokes;
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. Desenvolver um cédigo DFC em FORTRAN 90 utilizando as equacdes de
Navier-Stokes discretizadas, permitindo a solucdo de problemas da dinamica dos

fluidos;

. Apresentar os resultados obtidos nos problemas através de graficos e

imagens ilustrativas, geradas por um software de pds processamento;

. Verificar o codigo numérico, comparando os resultados obtidos no algoritmo

desenvolvido com simulacgdes e testes semelhantes existentes na literatura.

1.3 Justificativa

Na década de 60, no inicio da utilizacdo de computadores para calculos
numéricos, a simulacdo de um escoamento supersdnico consumiria um tempo
computacional de aproximadamente 30 anos, gerando um custo de 10 milhdes de
dolares. Atualmente, com o aumento da capacidade de processamento e
armazenamento dos computadores, uma simulacdo do mesmo problema requer
minutos de tempo computacional, gerando um custo de algumas centenas de
dolares (MALISKA, 2014). Devido a esta evolugao tecnoldgica, a utilizacdo da DFC
para simular problemas reais estd em constante expansdo, e tem se tornado uma

grande ferramenta na elaboracéo de projetos e pesquisas cientificas.

Atualmente, existem diversos softwares comerciais que permitem a simulacao
de problemas que envolvem a dindmica dos fluidos, porém, uma licenca para sua
utilizacdo pode se tornar bastante cara. Além disso, a NASA, maior empresa
aeroespacial do mundo, possui codigos proprios para realizar suas simulacdes, um

dos beneficios disto € a possibilidade de alteracées no cédigo fonte, permitindo

testes com novos métodos numéricos, além de possibilitar otimizacdes.

1.4 Delimitag&o do tema

Este trabalho é delimitado principalmente devido as simplificacées impostas

nas equacgdes de Navier-Stokes. Sendo assim, o escoamento sera aproximado
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como incompressivel, de viscosidade constante, isotérmico, e especifico para baixos

numeros de Reynolds. Também sera limitado pelo espaco bidimensional.

Outra limitagédo é o tipo de malha e arranjo utilizado nas simulagfes, sendo

que a malha sera estruturada e o arranjo desencontrado.

1.5 Estrutura do trabalho
O trabalho esta estruturado em sete capitulos.

No primeiro capitulo é abordado uma breve introducdo sobre o historico e
aplicacdo de métodos numéricos na dinamica dos fluidos, bem como algumas de

suas vantagens em relacéo as outras ferramentas de analise.

No segundo capitulo, € apresentada a revisdo bibliografica sobre o assunto
abordado no trabalho, onde s&do expostos 0s conceitos fisicos e mateméaticos
basicos envolvidos no estudo da dindmica dos fluidos, bem como a derivacao de
suas equacdes governantes. Além disso, foram apresentados alguns métodos
utilizados para solucionar numericamente estas equacdes, e conceitos importantes

acerca destes.

O terceiro capitulo contém a metodologia, onde foram abordados os métodos

utilizados para o desenvolvimento do cédigo.

O quarto capitulo consiste em uma demonstracdo de como foi realizada a
discretizacdo das equacdes de Navier-Stokes através do método numérico escolhido
e qual é a sequéncia de processamento do algoritmo criado.

No quinto capitulo, que consiste nos resultados, apresentam-se trés
problemas em que o cdédigo numérico foi utilizado, sendo que para cada um dos
problemas, foram realizados testes com diferentes nimeros de Reynolds e, quando
possivel, comparado com dados disponiveis na literatura, a fim de verificar a

discretizacéo realizada e o algoritmo desenvolvido.

O sexto capitulo contém a conclusdo do presente trabalho, além de algumas

sugestdes para trabalhos futuros.
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E ao final, sdo apresentadas as referéncias bibliograficas utilizadas para

elaboracao deste estudo.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Conceitos basicos na mecanica dos fluidos

Neste topico serdo abordados os conceitos basicos dos fluidos e da dinamica
dos fluidos, uma vez que estes conceitos sao fundamentais para um entendimento

completo dos fenbmenos envolvidos neste campo de atuacao.

2.1.1 Definigéo de fluido

Conforme Fox et al. (2010), um fluido € uma substancia que sofre deformacao
continua sob a aplicacdo de tensbes cisalhantes, mesmo que estas possuem
valores muito pequenos. Ainda, como apos a aplicacdo da tenséo cisalhante, o fluido
continua em movimento, também é possivel defini-lo como uma substancia que nao

sustenta uma tenséo de cisalhamento quando estiver em repouso.

Sendo assim, de acordo com Cengel e Cimbala (2015), dos trés estados
fundamentais da matéria (solido, liguido e gasoso), uma substancia no estado

liguido ou gasoso é denominada fluido.

2.1.2 Campo escalar e vetorial
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A nocao de campo € fundamental na mecéanica dos fluidos. Quando uma
determinada propriedade esta definida em todos os pontos de uma regiao do espaco
tridimensional, afirma-se que ha um campo naquela regido. Se a propriedade de
estudo for um vetor, 0 campo seré vetorial, em contrapartida, se a propriedade for
um escalar, o campo sera escalar (GOBBI; DIAS; MASCARENHAS; VALENTINE,
2004).

Além disso, segundo 0s mesmos autores, varios campos, tanto vetoriais como
escalares, podem existir simultaneamente na mesma regido, que é 0 caso
encontrado em escoamento de fluidos, onde tem-se, por exemplo, o campo de

massa especifica (escalar) e o de velocidade (vetorial) na mesma regiao.

2.1.3 Hipotese do continuo

Segundo Fox et al. (2010), todos os fluidos presentes na natureza séo
compostos de moléculas, com isso, um estudo completo das propriedades dos
fluidos deveria levar em consideracdo o comportamento das moléculas que o0s
compde, porém, este estudo resultaria em um conjunto extremamente complexo de
equacBes governantes, que, na maioria dos casos, seria de impossivel solucéo,

mesmo com os artificios computacionais existentes atualmente.

Com isso, os fluidos, na grande maioria de suas aplicacdes, sdo tratados
como um meio continuo, onde sua composicdo molecular e descontinuidades séo
desprezadas, isto é, qualquer divisdo de um fluido, por mais pequena que seja,
apresentara as mesmas propriedades e caracteristicas que o fluido como um todo.
Sendo assim, estas pequenas parcelas podem entédo ser tratadas como particulas
individuais do fluido (CAVALCANTI, 2001).

2.1.4 Viscosidade

A viscosidade é uma das propriedades mais importantes e que mais requer
consideracdo no estudo de dindmica dos fluidos. E uma medida de resisténcia as

tensdes cisalhantes e deformacéo angular do fluido, ou seja, é definida como o atrito
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interno deste, no qual as forcas de atrito resultam das permutacfes de momentum e
coesao entre as moléculas do fluido, gerando uma resisténcia ao movimento deste e
ocasionando um gradiente de velocidade no dominio do escoamento (DAUGHERTY;
FRANZINI, 1965; STREETER; WYLIE,1982).

Ainda, de acordo com White (1991), uma aproximacao fundamental para
viscosidade € de que esta € uma propriedade dos fluidos que relaciona as tensdes

aplicadas com a deformacéo resultante.

2.1.5 Fluido Newtoniano e ndo Newtoniano

A fim de relacionar as tensdes cisalhantes e as taxas de deformacdo em
fluidos, Newton, em sua obra intitulada Philosophiae Naturalis Principia Mathematica
(Principios Matematicos da Filosofia Natural) de 1687, estuda os efeitos da
viscosidade na dinamica dos fluidos e formula a equacdo de Newton da viscosidade

para escoamento unidimensional, conforme Equacédo 1 (FRANCO; PARTAL, 2010).
Txy = .u@ (1)

Onde 7 é a tensédo de cisalhamento (Pa), u é a viscosidade (Pa.s) e 3—; € a

taxa de cisalhamento (s1).

Esta equacdo implica que as tensbes cisalhantes em um fluido sé&o
diretamente proporcionais a taxa de deformacéo destes. Os fluidos que obedecem
esta proporcionalidade levam o nome de fluidos Newtonianos, e sao 0s mais
comuns na natureza, tais como agua e ar (DAUGHERTY; FRANZINI, 1965; FOX;
PRITCHARD; MCDONALD, 2010).

Quando os fluidos ndo obedecem esta proporcionalidade, ou seja, a
viscosidade p varia com a taxa de deformacéo, eles sdo denominados fluidos nao
Newtonianos, e mesmo que menos comuns que 0s Newtonianos, sdo bastante
importantes nas praticas do dia a dia, sendo que dentre estes, se encontram, tintas,
certos plasticos, fluidos de perfuracdo de pocos de petrdleo, entre outros
(DAUGHERTY; FRANZINI, 1965; FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2010).
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2.1.6 Escoamento compressivel e incompressivel

Segundo Cengel e Cimbala (2015), é possivel classificar um escoamento
como compressivel e incompressivel, sendo que 0s escoamentos nos quais a
massa especifica ndo varia significativamente no espaco e no tempo, denominam-se
incompressivel, enquanto que os escoamentos onde a variagdo da massa nao é
desprezivel, denominam-se compressivel. E importante destacar que a
incompressibilidade é uma aproximacao, ou seja, em qualquer escoamento existira a
variacdo da massa especifica em seu campo. Geralmente, escoamentos de liquidos

podem ser tratados como incompressivel e gases como compressivel.

2.1.7 Escoamento laminar e turbulento

Conforme Fox et al. (2010), em um escoamento laminar, as particulas do
fluido movem-se em lisas camadas, ou como o nome ja diz, em laminas,
apresentando um movimento suave e ordenado, geralmente, o escoamento de
fluidos com alta viscosidade e baixa velocidade séo tratados como laminar. Em
contrapartida, em um escoamento turbulento, as particulas do fluido misturam-se
rapidamente, apresentando um movimento altamente desordenado e com flutuacdes
no campo tridimensional de velocidade, escoamentos de baixa viscosidade e alta

velocidade geralmente séo tratados como turbulento.

Ainda, conforme Cengel e Cimbala (2015), um escoamento pode ser
chamado de transitorio, quando este alterna entre os regimes laminares e turbulento.
A fim de distinguir de forma parametrizada os escoamentos laminares e turbulento,
Osborn Reynolds (1880), estudou ambos e criou o numero adimensional,
denominado numero de Reynolds (Re), que é utilizado como um limiar entre os
regimes de escoamento, sendo que quando o numero de Reynolds é baixo, 0
regime € laminar, e quando € alto, turbulento. A Equacdo 2 permite calcular o
namero de Reynolds de determinado escoamento com base em suas propriedades.

Re = PHE 2)

U
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Onde p € a massa especifica do fluido, u é a velocidade média, L € o
comprimento caracteristico em que o fluido escoa, e y € a viscosidade dinamica do
fluido.

2.1.8 Escoamento interno e externo

Outra classificacdo para os escoamentos, € o escoamento interno e externo,
que como o nome ja indica, no escoamento interno, o fluido é confinado em um certo
espaco, sendo assim limitado por superficies soélidas, o movimento de fluidos em
tubos ou dutos sdo exemplos deste. Quando o movimento do fluido ocorre sobre
uma superficie, ndo estando confinado por superficies soélidas, é denominado
escoamento externo, o fluxo de ar sobre uma placa, € um exemplo tipico desta
classe (CENGEL; CIMBALA, 2015).

2.1.9 Escoamento permanente e transiente

De acordo com Cengel e Cimbala (2015), um escoamento € dito como
permanente quando suas propriedades em um determinado ponto de seu dominio
nao variam ao longo do tempo. Ainda, conforme 0 mesmo autor, se as propriedades
do escoamento em um determinado ponto de seu dominio variam com o tempo, este

€ denominado escoamento transiente.

2.1.10 Descrigéo Lagrangeana e Euleriana

Conforme Welty et al. (1984), na mecéanica dos fluidos, uma propriedade

genérica pode ser descrita através de duas formas basicas.

A primeira forma é a descricdo Lagrangeana, na qual as propriedades fisicas
sao descritas para um elemento particular de fluido, conforme este percorre o fluxo.
Sendo assim, as coordenadas X, y e z sado coordenadas do elemento de fluido, e sédo
variaveis dependentes de t, uma vez que a posi¢do de uma particula de fluido varia
com o decorrer do tempo (WELTY; RORRER; FOSTER, 1984).
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De acordo com Welty et al. (1984), esta forma € a mais comumente utilizada
na mecanica dos solidos, porém, pouco utilizada na mecanica dos fluidos, uma vez
que a informacdo desejada em seus fendbmenos é o valor de uma determinada
variavel do fluido em um ponto fixo do escoamento, e ndo o valor de uma variavel do
fluido experimentada por uma particula deste ao longo de seu escoamento. Além
disso, seria muito dificil acompanhar o movimento de cada particula ou parcela de
fluido separadamente (FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2010)

Sendo assim, de acordo com o mesmo autor, outro tipo de descricdo é
utilizada para estudos de escoamento de fluidos, a denominada descricdo Euleriana,
na qual as coordenadas X, y e z sdo determinadas regides do espaco, e Sao
variaveis independentes, jA que, para uma regido fixa do espaco, X, y € z ndo
dependem do tempo. Nesta forma de descri¢cdo, as propriedades do dominio do
escoamento sdo descritas como funcdes das coordenadas espaciais e do tempo, e
nao das coordenadas da posicdo de uma particula individual de fluido (WELTY;
RORRER; FOSTER, 1984; CENGEL; CIMBALA, 2015).

2.1.11 Campo de velocidade

De acordo com Daugherty et al. (1965), um dos campos da dindmica dos

fluidos de maior importancia é o campo de velocidade, descrito conforme Equacao 3.
V=VxyzYy) 3)

Como a velocidade é uma grandeza vetorial, necessitando de um modulo e
direcdo para sua descricdo completa, esta pode ser decomposta em suas trés
componentes escalares, de acordo com a Equacéo 4.

V= u(x,y,z, )t +v(x,y,z, )] + wx, v, z, t)k (4)

Onde i,j e k sd0 os vetores unitarios nas trés direcbes espaciais e u, v e w
sdo as trés componentes escalares do vetor velocidade, nas direcdes x, y e z

respectivamente.
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E preciso deixar claro que este campo de velocidade indica a velocidade de
uma parcela de fluido que passa pelo ponto x, y e z, no instante t, na descri¢ao
Euleriana, sendo assim, X, y e z ndo representa a posicdo de uma particula
individual, mas sim um ponto do espaco em que 0 escoamento esti sendo analisado
(FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2010).

A Figura 1 apresenta o campo de velocidade sobre um aerofdlio, sendo que
as setas representam os vetores de velocidade em cada ponto do dominio do

escoamento.

Figura 1 — Campo de velocidade sobre aerofdlio

Fonte: CARNEGIE MELLON (2017).

2.1.12 Campo de tenséo

Segundo Cengel e Cimbala (2015), na mecéanica dos fluidos, as particulas
podem sofrer a acédo de dois conjuntos de forgas, as forcas de campo e as forcas de
superficie. Em relagéo as forcas de campo, encontram-se as forcas de gravidade e
forcas eletromagnéticas. Em relacdo as forcas de superficie, é possivel a existéncia

de forcas de atrito ou de pressao.
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De acordo com Fox et al. (2010), geralmente, a forca da gravidade é a Unica
forca de campo agindo sobre uma particula de fluido de volume dV, e é dada

conforme Equacéo 5.
dF, = dF; = pgdV (5)

Onde dF. corresponde a forca de campo (N), dF; € a forca da gravidade (N), p

€ a massa especifica do volume infinitesimal dV (m3) e g € a aceleracdo da

gravidade local (m/s?).

Conforme o mesmo autor, em relacdo as forcas de superficie, ao agirem
sobre uma superficie infinitesimal de area dA (m2) de uma particula de fluido, elas

acabam gerando tensées normais e cisalhantes naquele ponto, ja que:

dF

= (6)

oO=T

Onde o representa a tensdao normal ao plano e T a tensdo cisalhante. Além
disso, as tensfes totais geradas pelas forcas de superficie agindo em uma particula
de fluido tridimensional, podem ser descritas pelo tensor de tensdes, conforme
matriz abaixo (FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2010).

Oxx Txy Txz
Tyx Oyy Tyz (7)

Tzx Tzy Oz

Na Matriz 7, o primeiro sub indice de cada componente representa o plano
em gue a forca estd agindo, e o segundo sub indice, representa a direcdo da forca

atuante.

A Figura 2 ilustra as 9 componentes das tensdes de superficie geradas a
partir das forcas de superficie aplicadas a uma particula de fluido tridimensional e

infinitesimal.
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Figura 2 — Tensdes superficial sob uma particula de fluido
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Fonte: Fox, Pritchard, McDonald (2010, p. 28).

2.1.13 Pressao termodinamica local

De acordo com Sonin (2001), pressao termodinamica local € uma pressao
hipotética que existiria se um fluido estivesse em equilibrio estatico na massa
especifica e temperatura local. De acordo com a termodinamica estatistica, a
pressdo termodinamica pode diferir da pressdao mecénica, aprendida nos cursos
basicos de fisica e engenharia, j& que o fluido é composto por moléculas complexas
com graus de liberdade interno. Além disso, a diferenca entre a pressdo mecanica e
termodinamica depende da velocidade em que a massa especifica do fluido esta

mudando em relacdo ao tempo.

2.1.14 Campo de aceleragéao

Conforme Cengel e Cimbala (2015), outro campo bastante importante na
dindmica dos fluidos, € o campo de aceleracdo. Porém, de acordo com Nachbin
(2015), este campo de aceleracdo ndo pode ser derivado diretamente do campo de

velocidade na descricdo Euleriana, que € o modelo utilizada para descrever o campo



29

de velocidade de um escoamento de fluido, j& que particulas diferentes ocuparéo o
mesmo ponto na regido do espaco analisado em dois instantes de tempo diferentes,
ou seja, a variacdo da velocidade para encontrar a aceleragdo ndo fara sentido, pois

para 0 mesmo ponto, serd utilizada a velocidade de duas particulas distintas.

Sendo assim, conforme Cengel e Cimbala (2015) e Daugherty et al. (1965),
para encontrar o campo de aceleracdo de um escoamento, € necessario,
inicialmente, encontrar a aceleracédo de uma particula de fluido?, que é descrita como

a taxa de variagdo da velocidade da particula em relacdo ao tempo.

a;
dt

—

ap=

(8)

—

— 7 ~ . A , av, |, . .
Onde a, € a aceleracdo instantanea da particula, e d—t” € o diferencial da

velocidade da particula no intervalo de tempo dt, quando este tende a zero.

Segundo 0s mesmos autores, como a velocidade da particula tem de ser
descrita na forma Lagrangeana para permitir a derivacdo, tem-se que as

coordenadas X, y e z sdo dependentes do tempo, conforme visto no tépico 2.1.10 e
descrito pela Equacgéao 9.

Vo (6) = V(o (8) + 3 (8) + 2, (£), 1) 9)

Finalmente, utilizando a regra da cadeia, € possivel derivar a velocidade da

particula em relacdo ao tempo e encontrar sua aceleracao.

—_ AV, V(y(6) + y,(8) + 2, (), ) (10)
PTodt dt
dv, oV,dt oV,dx, oV, dy, 0V, dz

@ = ap W% p &Xp p 4Vp p Zp (11)

t T dcdt ox, dt |y, dt @ 0z, dt

QU

10 sub indice p, significa que a propriedade é analisada no referencial Lagrangeano, ou seja, é a propriedade
de uma certa particula ou parcela de fluido conforme esta avanca pelo escoamento.
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De acordo com Cengel e Cimbala (2015), sabendo que a taxa de variacao
das componentes escalares da posicdo da particula em relacdo ao tempo resulta

nas componentes escalares da velocidade da particula, conforme Equagéo 12.

%=up;%=vp;%=wp (12)

E, conforme o mesmo autor, assumindo, por definicdo, que tanto o vetor

velocidade quanto o vetor posicdo da particula na descricdo Lagrangeana no

instante t € equivalente a um vetor velocidade e posicdo em um determinado ponto

do espaco na descricdo Euleriana, sendo que este ponto coincide com a posicéo da

mesma particula, no instante t, tem-se que a aceleracdo de uma particula é dada

por:

. DVaV aVdt oV oV v

ap:D_tE:EE-I_au-I_EU—FEW (13)

Por fim, cancelando a razédo de dt, no lado direito da equagéo, e assumindo

gue a aceleracéo da particula (Lagrangeano) na posicéo X, y, z ho tempo t deve ser

igual a aceleracdo no ponto (Euleriano) x, y e z no instante t do campo de

aceleracdo, tem-se que, o campo de aceleracdo para o escoamento estudado é

dado de acordo com a Equacédo 14 (FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2010;
CENGEL; CIMBALA, 2015; DAUGHERTY; FRANZINI; 1965).

, _DVdv _ 017 ov +al7 +al7 (14)
Ay a=prar = Tt oy T e

Que pode ser expressa como variavel de campo pela seguinte Equacgéao:

dv DV ov

a(x,y, zt) = - Df -t + (V.HV (15)

Sendo que Véo operador Laplaciano, o termo d(x,y,zt) se refere a

aceleracdo total de um ponto ou particula do escoamento, na posi¢do X, y e z, no

 x , v ~ == o
tempo t, conforme a descricao Euleriana, o termo S, ea aceleracéo local e (V.V)V é

a aceleracdo convectiva, onde as particulas sdo aceleradas devido as diferencas de

velocidade no dominio do escoamento.
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2.1.15 Linhas de corrente

Linhas de corrente séo linhas que tangenciam os vetores velocidade em todos
0s pontos do escoamento, além disso, duas linhas de corrente ndo podem se
interceptar, uma vez que isso implicaria em um ponto com duas velocidades
distintas. Esta ferramenta € bastante utilizada em simulacées computacionais, pois
facilita a visualizacdo e o entendimento dos dados encontrados nas reproducdes
virtuais (FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2010; CENGEL; CIMBALA, 2015).

A Figura 3 representa linhas de corrente do escoamento de ar sob uma

férmula Indy.

Figura 3 — Linhas de corrente na asa dianteira de uma formula Indy

Fonte: Katz (2006, p. 56).

2.2 Modelagem matematica

Neste topico, serdo abordadas as leis basicas juntamente com as equacgdes
governantes dos escoamentos de fluido. Além disso, serdo abordados alguns

meétodos matematicos utilizados para representar ou deduzir estas equacoes.



32

2.2.1 Equacdes diferenciais

De acordo com Nagle et al. (2012), geralmente 0 modelamento matematico
de fenémenos fisicos envolve uma ou mais derivadas em sua formulacdo. Sendo
assim, quando derivadas de uma funcéo estdo presentes em equacdes, estas levam

0 nome de equacéo diferencial.

Conforme o mesmo autor, quando uma equacao diferencial envolve derivadas
relacionadas a apenas uma variavel independente, esta € denominada equacao
diferencial ordindria (EDO). Quando a equacdo diferencial envolve derivadas
relacionadas a mais de uma variavel independente, é denominada equacao

diferencial parcial (EDP).

As equacdes que governam o escoamento de fluidos e serdo abordadas em

seguida, fazem parte da segunda classe, as EDP’s.

2.2.2 Operadores vetoriais

E possivel utilizar as operacbes vetoriais tanto em campos vetoriais como em
escalares, sendo que quando este tipo de processo € realizado em operacdes
diferenciais, ou seja, quando as operacdes vetoriais diferenciais sdo utilizadas, um
operador diferencial v (ou operador laplaciano), em coordenadas cartesianas, €
definido conforme Equagéo 16 (GRACA, 2012).

v=20: 9549 (16)
= —1 —_ —_
ax" " oy’
As operagOes vetoriais mais utilizadas na mecanica dos fluidos s&o as

gradientes e as divergentes.

2.2.2.1 Operadores gradiente

Conforme Gracga (2012), o gradiente de uma grandeza escalar, € a sua

variagédo por unidade de espacgo, ou seja, o produto escalar do operador vetorial e a
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grandeza escalar. Por exemplo, o gradiente da massa especifica p, € dado conforme

Equacéo 17.

= dp. Odp . O0p.
gradp=Vp=al+E]+£k a7)

2.2.2.2 Operadores divergente

Segundo Gracga (2012), o divergente de uma grandeza vetorial, € o produto

escalar entre a grandeza e o operador vetorial. Por exemplo, o divergente do vetor

velocidade V, é dado pela Equacéo 18.

.= == 0V, dV, 09V, Ju Jv oJw
divV=V.V= + + =

ax "y "oz ox oy oz

(18)

Onde u, v e w sdo as componentes escalares da velocidade nas trés

dimensdes do espaco.

2.2.3 Expansao em série de Taylor

Conforme Fortuna (2012), seja f(x) uma funcdo arbitraria e continua, é
possivel utilizar o teorema de Taylor para estudar o comportamento desta funcdo em
torno de um ponto fixo x1, ou seja, qual serd o comportamento desta funcdo no
ponto x = x1 + Ax ou x = x1 - Ax, partindo de uma expansao em série de Taylor em
torno do ponto x1 da funcdo. A expansdo em série de Taylor em torno de x1 que
permite conhecer o comportamento de um ponto vizinho x = x1 + Ax é dada
conforme Equacéo 19.
of| @0 0%f

fln+80) = fla) + (05 +a0

(Ax)* 33 f
31 9x3

+hot  (19)

x1

Onde x1 é o ponto em que a funcao foi expandida, x1 + Ax € o ponto vizinho

. . . anfl .
de x1 e onde se pretende analisar o comportamento, n! é o n fatorial e # éa
x1

enésima derivada de f(x) em relagdo a x avaliada no ponto x1. O termo h.o.t
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representa os termos de ordem superior (high order terms) da expansdo, e em

muitas aplicacdes, podem ser desconsiderados.
A Figura 4 representa a expansao em séries de Taylor em torno do ponto x1.

Figura 4 — Expansdo em torno do ponto x1

, af f(x) \] tan=1 (I’]'F
flxg) 4 ,}xﬂx i
i
flxg + Lx)
1)

Fonte: Fortuna (2012, p. 85).

Conforme observado na Figura 4, quanto menor o Ax, o valor x1 + Ax se
aproxima cada vez mais do valor no ponto x1, mais a inclinagédo da reta tangente no
ponto x1, que é a derivada de f(x) em relacdo a x neste ponto, sendo assim, para
pequenos valores de Ax, o ponto x1 + Ax pode ser analisado, através da expansao
de série de Taylor em torno do ponto x1, considerando apenas a primeira derivada
na expansao de Taylor, conforme Equacdo 20 (FORTUNA, 2012).
flx; +Ax) = f(xy) + (Ax)i + h.o.t (20)
0xly

Este artificio matematico é de grande utilidade na deducédo das equacdes
governantes dos problemas envolvidos na dindmica de fluidos, uma vez que permite,
através de sua expansdao em torno de um ponto que possui uma propriedade o,
encontrar os valores vizinhos desta propriedade. Além disso, a expansdo em séries
de Taylor é utilizada como base para alguns métodos numéricos utilizados na

solucéo de equacOes diferenciais parciais (PATANKAR, V. S., 1980).

2.2.4 Leis fundamentais da fisica
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Segundo Welty et al. (1984), existem trés leis fisicas que, com excecado de
fendbmenos nucleares e relativisticos, podem ser aplicadas a qualquer estudo na

dindmica dos fluidos:

. Conservacao de massa;
. Segunda Lei de Newton;
. Primeira Lei da Termodinamica.

2.2.5 Formulacéao integral vs diferencial

De acordo com Fox et al. (2010), as leis fundamentais aplicadas na mecéanica
dos fluidos podem ser formuladas de duas maneiras distintas, a formulacdo integral

e a formulacao diferencial.

Na formulacdo diferencial, o conjunto de equacdes que descrevem O0S
fenbmenos estudados, como o nome ja sugerem, sao diferenciais, e fornecem uma
maneira de determinar detalhadamente o comportamento do fendmeno, como a
distribuicdo de pressdo na superficie de uma asa. J4 a formulacdo integral, ndo
fornece uma descricdo detalhada do fendmeno, mas sim uma resposta mais global,
como a sustentacao total que uma asa produz. A vantagem da formulacao integral é
que, em geral, ela apresenta um tratamento analitico mais simples (FOX;
PRITCHARD; MCDONALD, 2010).

2.2.6 Sistema e volume de controle

As leis fundamentais da fisica apresentadas no topico 2.2.4 sdo escritas em
termos de um sistema, que tem como principal caracteristica o fato de conter uma
guantidade fixa de matéria. Sendo que estas leis fundamentais descrevem a
interacédo do sistema com sua vizinhanga. Sendo assim, para uma particula de fluido
que compde um sistema, sua descricdo é feita na forma Lagrangeana, ja que é

necessario acompanhar esta particula para aplicar as leis fundamentais da fisica,
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conservando assim a sua massa (WELTY; RORRER; FOSTER, 1984; FOX;
PRITCHARD; MCDONALD, 2010).

Como a aplicacao de sistemas resulta na descricdo Lagrangena, € necessario
utilizar outro modelo para aplicar as leis fundamentais da fisica na mecanica dos
fluidos na descricdo Euleriana, este modelo se baseia no conceito de Volume de
Controle (V.C.), que é definido como uma regido do espaco por onde um fluido
escoa e que tem como fronteira uma Superficie de Controle (S.C.), além disso, este
conceito de V.C. facilita muito a aplicacéo destas leis quando comparada ao sistema
de massa fixa (WELTY; RORRER; FOSTER, 1984).

Sendo assim, conforme Welty et al. (1984), € necessario converter as leis
fundamentais que sdo aplicadas na aproximacao de sistema, para uma aproximacao
de V.C., sendo que este pode ser tanto finito, como infinitesimal. Por exemplo, para
a equacdao da conservacdo de massa na forma diferencial, o teorema de transporte

de Reynolds (TTR) é responsavel por esta conversao.

2.2.7 Teorema de transporte de Reynolds

De acordo com Lai et al. (2010), em 1800, Osborn Reynolds desenvolveu o
teorema de transporte de Reynolds com o objetivo de estabelecer uma
correspondéncia entre um sistema de massa fixa na descricdo Lagrangena, para um
volume de controle de massa variavel na descricdo Euleriana, permitindo assim a

correlacédo entre as leis aplicadas a um sistema e a um volume de controle.

Conforme Fox et al. (2010), sendo N uma propriedade extensiva, que
depende diretamente da massa do sistema, tal como quantidade de massa ou de
movimento, e n uma propriedade intensiva, que é definida como a propriedade
extensiva dividida por uma unidade de massa, tal como massa especifica ou energia
especifica, a equacao geral do teorema de transporte de Reynolds que relaciona a
taxa de variagdo de uma propriedade N em relacdo ao tempo de um sistema

(descricdo Lagrangeana), e a taxa de variacdo da propriedade N em relagdo ao
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tempo de um volume de controle (descricdo Euleriana) € dada conforme Equacéo
212,

dN) - af dv+f V.dA 21)
dt sistema ot V,(;np s,cnp .

O termo d—N) representa a taxa de variacao da propriedade N do sistema,

sistema

%fmﬂ p dV é a taxa de variacdo da quantidade da propriedade N dentro do V.C., e

por fim,fs_cnpﬁdﬁ representa a taxa na qual a propriedade N esta saindo pela

superficie de controle.

2.2.8 Equacédo da continuidade ou da conservacdo de massa

Conforme discutido anteriormente, a conservacdo de massa € uma das leis
fundamentais utilizadas para descrever o comportamento do escoamento de fluidos,
de acordo com Fox et al. (2010), esta lei, que muitas vezes € chamada de equacao
da continuidade, pode ser escrita pela seguinte igualdade na aproximacdo de

sistema:

dm

— =0 22
dt >sistema ( )

Isto implica que a taxa de variagdo de massa (m) em relacdo ao tempo em um
sistema € igual a 0. Como a equacdo 22 é baseada na descricdo Lagrangeana, €
necessario converter esta equacao utilizando as relacées do teorema de transporte
de Reynolds. Ou seja, aplicando a equacao 21 na 22, considerando N =m e n =m/m
= 1, a forma da equacéo da continuidade ou da conservacdo de massa aplicada a
um Volume de Controle e consequentemente descrita na forma Euleriana, € dada de

acordo com a Equacéo 24.

dm) —af dv+f Vidd =0 23)
dt sistema at V.Cp S.Cp .

2 A deducdo do teorema de transporte de Reynolds pode ser encontrada no livro Introdugdo a Mecénica dos
Fluidos, 2010, de Robert W. Fox et al., a partir da pagina 91.
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Sendo assim, a taxa de variacdo da quantidade de massa no V.C., mais a
taxa de massa saindo pela S.C. é igual a 0. Esta é a forma integral da conservacéo
de massa, aproximada para um volume de controle, na descricdo Euleriana
(WELTY; RORRER; FOSTER, 1984; FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2010).

Porém, como visto nos topicos anteriores, para um estudo mais detalhado do
escoamento de fluidos, que é o objetivo deste trabalho, é necessario utilizar as
equacgdes na forma diferencial, ou seja, aplicar a equacdo da continuidade deduzida
a partir do teorema de transporte de Reynolds, para um volume de controle

infinitesimal.

De acordo com Fox et a. (2010) e Welty et al. (1984), seja um volume de
controle infinitesimal, como o da Figura 5, com dimensfes dx, dy e dz, massa
especifica p(x,y,z) e velocidade vetorial V= ui + vj + wk no centro O do V.C., é
possivel aplicar a expansdo em série de Taylor em torno do ponto O para avaliar a
massa especifica e velocidade de seus pontos vizinhos, nas trés dimensdes

espaciais.

Figura 5 — Volume de controle infinitesimal
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Fonte: Versteeg e Malalasekera (2007, p. 11).

Sendo assim, de acordo com Fox et al. (2010) e Welty et al. (1984), por

. - d
exemplo, para analisar o comportamento da massa especifica no ponto p (x + Tx) e
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a componente da velocidade no eixo x no ponto u (x + %x) aplicando a expanséao de
Taylor em torno do ponto p(x) e u(x) tem-se, para a massa especifica, a Equacao 24.

d dpdx 1 0% sdx\*
P(x+ Zx) p(x) + p x+2|axp(—x> + h.o.t (24)

E para a componente u da velocidade, a Equacéao 25.

dx oudx 1 0%u /dx\>
= 25
(x+ 2) u(x) + =3 +2,ax ( ) +h.o.t (25)

Além disso, desprezando os termos de ordem superior, jA que dx tende a

zero, € possivel escrever a massa especifica e a componente x da velocidade no

ponto (x + dz—x) sendo que para massa especifica, tem-se.

p(x+d) p(x) + gf’d; (26)

E para componente x da velocidade no ponto (x + —):

u (x + dzx) =ux) + g_udz_x (27)

Repetindo esta andlise para todas as faces do volume infinitesimal da figura
5, é possivel obter expressbes semelhantes para massa especifica e velocidade
nestes planos. Ainda, de acordo com 0s mesmos autores, as expressdes da
velocidade e massa especifica nas superficies do V.C. podem ser utilizadas para
analisar a integral de superficie da Equacdo da conservacdo de massa 23, que

resulta na Equacéao 28.

f V.dA = 6pu+0pv+6pW]ddd 28
LT T e Tay T ez | (28)

Para completar a analise da Equacéo 23, é necessario avaliar a integral de
volume da expresséo, utilizando o V.C. da figura 5, com volume infinitesimal de

dx.dy.dx e que resulta na Equacao 29.
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af av = %P axdvd 29
ot ), 1PV = 5y dxdydz (29)

Substituindo as Equacgdes 28 e 29 na expressdo da conservacdo de massa na
forma integral (23), tem-se a Equacéao 30.

dpu dpv Jdpw
o + 3y + 57 dxdydz = 0 (30)

dM) 9P txdydz +
v = —ax Z
dt sistema ot Y

Por fim, segundo Fox et a. (2010) e Welty et al. (1984), cancelando os termos
dx, dy e dz, é deduzida a equacédo da continuidade em coordenadas retangulares,

na forma diferencial e na aproximacao de volume de controle ou Euleriana.

dpu Jdpv Jdpw Odp
0x + dy + 0z +E_

0 (31)

Ainda, conforme Cengel e Cimbala (2015), a Equacdo 31 pode ser
simplificada, caso o escoamento analisado seja aproximado como incompressivel,

de acordo com a Equacéo 32.

Jou Jdv OJw _

ai‘@i‘g— (32)

Por fim, conforme o mesmo autor, a Equacdo 31 também pode ser
simplificada aproximando o escoamento como permanente, resultando na Equacéo
33.

dpu Odpv Jdpw
dx + dy + 9z 0

(33)

2.2.9 Equacgéo da quantidade de movimento

Outra lei basica que é utilizada na mecanica dos fluidos, € a equacao da
guantidade de movimento, ou segunda lei de Newton, que conforme Cengel e
Cimbala (2015), relaciona as forgas aplicadas a uma particula e a taxa de variagdo
da quantidade de movimento linear desta, e, para um sistema na descricdo

Lagrangeana, € dada de acordo com a Equacéao 34.
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F_dﬁ 34
=0 (34)
sistema

Assim como na equacao da continuidade, Fox et al. (2010) demonstra que é
necessario aplicar a segunda lei de Newton a um elemento infinitesimal, para um
mapeamento completo do dominio do escoamento, particula por particula. Sendo
assim, a equacéo 34 pode ser escrita conforme Equacao 35.

dF =d —DV 35
=dmo- | (35)
sistema

O termo da taxa de variagcdo da velocidade em relacdo ao tempo, € a
aceleracdo da particula na descricao Lagrangeana, e conforme j4 abordado no
topico 2.1.14, a aceleracdo de uma particula na aproximacao Lagrangeana que esta
em um instante t em X, y e z, coincide com a aceleracao no instante t e no ponto x, y
e z do volume de controle, permitindo assim, uma descricdo da segunda lei de
Newton na aproximagéo Euleriana, e sua aplicabilidade em diversos problemas da
dindmica dos fluidos.

v oV v oV
dF =dm—+—u+—v+—w 36
Jt  Ox dy 0z (36)
A Equagéo 36 descreve a segunda lei de Newton, na forma diferencial e

vetorial.

Ainda, conforme Fox et al. (2010) e Welty et al. (1984), apds analisar mais
precisamente a velocidade, é necessario obter uma formulacdo adequada para o
diferencial de forca do lado esquerdo da igualdade. Conforme visto anteriormente,
as forcas atuantes em um volume infinitesimal de fluido podem ser de campo e de
superficie, conforme Equacgéo 37.

dF, + dF, = d m7+(317 +aI7 +a17 (37)
st e =AM T Y T ey U T e

Utilizando o tensor de tensbes (7), que representa as tensdes geradas na

superficie de um elemento infinitesimal, e conforme Fox et al. (2010) e Welty et al.

(1984), aplicando a expansdo em séries de Taylor no centro de um volume
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infinitesimal, considerando as tensdes que agem na direcdo x conforme Figura 6, é
possivel encontrar as tensdes de superficie correspondentes nesta direcdo, em

todas as faces do V.C., de acordo com a Equagéo 38.

_ [00xx 0Tyy 0T,y
dFs, = < I + dy + Fp dx dy dz (38)

Figura 6 — Tensdes sobre um elemento de fluido na direcao x
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Fonte: Fox, Pritchard, McDonald (2010, p. 180).

Para as direcdes y e z, obtém-se equacdes semelhantes, conforme abaixo.

arxy aayy arzy
dFSy_<6x + dy + P dxdydz (39)
dr, = (92, Oz 9% 4 40
Sz — ax ay aZ X y z ( )

As expressdes 38, 39 e 40 representam as forcas de superficie nas trés

dimensdes do volume de controle infinitesimal.

Em relacdo as forcas de campo, conforme visto no tépico do campo de
tensdo, geralmente, a Unica forca atuante em um escoamento de fluido € a forca

gravitacional, sendo assim, conforme Fox et al. (2010), as componentes escalares
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das forcas de campo na dinamica dos fluidos ficam conforme as Equacdes 41, 42 e
43.

dFx = mg, = (pdxdydz)gy (41)
dF., = mg, = (pdxdydz)g, (42)
dF,, =mg, = (pdxdydz)g, (43)

Segundo Fox et al. (2010), e Welty et al. (1984), apdés deduzir as forcas
atuantes em um volume de controle infinitesimal, bem como a sua aceleracdo, é
possivel, com certa manipulacdo matemética, reescrever a equacgado da segunda lei
de Newton na forma diferencial para um volume de controle na descricdo Euleriana,
que por ser uma equacdo vetorial, pode ser decomposta nos trés componentes

escalares, conforme Equagdes 44, 45 e 46.

Em x: 00y  0Tyy 0Ty du Ju ou Ju
(L 44
P9zt 5+ 5y T oz p(at+“ax+”a +Wa> (44)
Emy: 0Tyy 00y, 0T, (617 ov ov 617)
=p(—tum—tv—tw— 4
POyt o Yoy Tz P\ar T ax Ve TV (45)
Em z: 0Ty, 0Ty, 00, <6W ow ow 6W>
=t Uu— tv—tw— 46
POzt o Yoy Tz P\ T e Ve T W e (46)

Conforme Fox et al. (2010), as equacdes acima podem ser aplicadas a todos
os volumes de controle infinitesimais do dominio de escoamento, sendo que estes
volumes infinitesimais, de acordo com a hip6tese do continuo, podem ser
aproximados como particulas de fluido. Porém, antes de aplicar estas equacoes, €
necessario expressar as tensdes envolvidas em termos do campo de velocidade e
de presséo, permitindo assim, a partir do conhecimento destes dois campos, uma

analise completa das relacdes entre forcas e movimento no escoamento.

2.2.10 Equacao de Navier-Stokes
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Conforme discutido no topico anterior, a fim de escrever as equacfes da
guantidade de movimento somente através dos campos de presséo e velocidade, é
necessario encontrar uma relacdo entre as tensdes envolvidas no escoamento e
seus campos de velocidade e de pressao. Segundo Fox et al. (2010) e Welty et al.
(1984), esta relacéo é obtida através da proporcionalidade entre as tensdes e suas

taxas de deformagéo angular, como visto no tépico 2.1.5°.

Sendo assim, de acordo com Fox et al. (2010), a relacédo entre as tensoes e
campos de velocidade e presséo, sao dadas conforme Equacdes abaixo.

dv Jdu
Txyy = Tyx = U (a + @) (47)
ow Jdv
Ty, =Tzy = U (E + E) (48)
du Jw
Txz = Txz = U (E + a) (49)
2 _ du
Oxx = —p—g,uV.V+2,ua (50)
2 _ dv
Oyy = —p—g,uV.V+2,u@ (51)
2 N ow
Oyp = —p—g,uV.V+2uZ (52)

Onde p é a pressédo termodinamica local.

De acordo com o mesmo autor, substituindo as tensdes nas Equacdes da
guantidade de movimento (44, 45 e 46) pelas Equacdes que relacionam tensdes

com o campo de velocidade e pressao do escoamento, tem-se:

3 No tépico fluido Newtoniano e ndo Newtoniano (2.1.5), foi apresentada a relacdo entre tensdo cisalhante e
taxa de deformacgdo angular para um escoamento Newtoniano, laminar e unidimensional, sendo que, no caso
das equagdes 44, 45 e 46, o escoamento é tridimensional, consequentemente, as relagées procuradas sdo bem
mais complexas e sdo encontradas no livro Fluid Dynamics, dos autores James Daily e Donald Harleman, 1966.
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Em x: N au au
0o ofe(Ee7 2] o)
Ppr =PIx~ ax ox oy (53)
adw
6 [,u az ax)]
0z
Emy: o ) a v 74220
DV P, K dy
Py =PIy~ ay % 50
6[ <6w av)]
N Koy T oz
0z
Em z: . P 6u aw a aw dv
DV _ P, A ay "oz
p Dt = PGz — az 55
ow
a[u ——v V425 )]

0z

Por fim, estas sdo as equagOes da quantidade de movimento na forma
diferencial em coordenadas retangulares na aproximacdo Euleriana, escritas em
termos do campo de velocidade e pressdo, que também sdo conhecidas como
equacdes de Navier-Stokes, em homenagem aos matematicos Claude Louis Marie
Henri Navier e George Gabriel Stokes, responsaveis pelo seu desenvolvimento.

Conforme Fox et al. (2010), Welty et al. (1984) e Cengel e Cimbala (2015), é
possivel simplificar as equacdes de Navier-Stokes, aproximando o escoamento de
estudo como incompressivel e de viscosidade constante, tornando-as mais simples,
uma vez que 0s termos V.V se igualam a zero. Sendo assim, apés manipulacdes
matematicas, as equagfes da quantidade de movimento, ou da segunda lei de

Newton, podem ser descritas conforme abaixo.

Em x: ou ou  Ou ou op 0*u 0*u 0%*u
o )= u . (56)

+—+
ox*  0y* 0z

Emy: (av+ 6v+ 6v+ av)_ 6p+ 62v+62v+62v -
p v vy v — P9y oy K ox2 dy*  0z* ®7)
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Em z: ow ow  Ow ow op *w  d*w  0*w
o (58)

WJF”E“L”EJFWE):%_&”(M +6y2 Tz

2.2.11 Forma genérica da equacdo de transporte

De acordo com Patankar (1980), as equacdes de conservagdo abordadas
anteriormente possuem diversos termos em comum, que podem, introduzindo uma
variavel genérica @, que representa a varidvel dependente de interesse, serem
descritas através de uma Unica equacdo de forma genérica, chamada equacdo de

transporte, conforme Equacéo 594
d —
3 (pp) + div(pV(p) = div(/grade) + S (59)

Onde T" é o coeficiente difusivo, e S € o termo fonte do fendmeno analisado,
div é a abreviacao do operador divergente e grad do operador gradiente. O %(p(p)

representa o termo transiente da equacgdo de transporte, div(pl7<p) representa o
termo convectivo, div(/grade) é o termo difusivo e, por fim, S representa o termo
fonte. Além disso, as quantidades de I' e S sédo especificas da propriedade de
estudo @ (PATANKAR, V., S., 1980). O Quadro 1 apresenta quais sdo os valores
das quantidades de @, I' e S para equacédo de transporte na forma genérica formar
as equacdes da continuidade e da quantidade de movimento, abordadas

anteriormente.

Quadro 1 — Definicado das variaveis @, I" e S para as equacdes da quantidade de
movimento e conservacao de massa

Variavel (0) r S
Massa 1 0 0
Quantidade de movimento V H Vp + pg

Fonte: Adaptado pelo autor com base em Maliska (2014, p. 16).

4 As relacdes entre as equacdes conservativas e os termos S e I' podem ser encontradas no livro Computational
Fluid Dynamics — The Basics With Applications, 1995, do autor John D. Anderson, Jr., a partir da pagina 82.
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E possivel analisar qualitativamente a Equacdo 59, conforme Versteeg e
Malalasekera (2007), sendo que o primeiro termo da equacédo significa a taxa de
incremento da propriedade genérica ¢ no volume de controle, o termo convectivo
representa a taxa liquida de fluxo da propriedade ¢ no V.C., o termo difusivo
representa a taxa de incremento da propriedade ¢ devido a difusdo, e o termo fonte
representa a taxa de incremento da propriedade dependente devido a fontes

externas.

A estrutura comum dos modelos matematicos da dindmica dos fluidos,
escritos na forma genérica da equacéao de transporte (59), sugere uma aproximacao
sistematica para andlise, discretizacdo e codificacdo, facilitando assim o
desenvolvimento, implementacdo e testes de métodos numéricos para aplicacdes
em DFC. Outra caracteristica importante desta equacdo generalizada, é que ela
permite investigar, de forma simples, o comportamento da solucdo em casos
limitados, como na difusdo pura, conveccdo pura, estado estacionario etc.,
viabilizando modelamentos de problemas testes simplificados e que possuem
solugBes analiticas (KUZMIN, 2010).

2.3 Modelagem numérica

Neste topico serdo abordados os métodos numéricos utilizados para obtencéo
das solugcdes numéricas das equacbes da quantidade de movimento e da
conservacdo de massa. Também serdo discutidas algumas das técnicas e

algoritmos utilizados por estes métodos.

2.3.1 Métodos numéricos

Métodos numeéricos sao técnicas matematicas utilizadas na resolucdo de
problemas mateméticos que sao dificeis, ou como em muitos casos reais,
impossiveis de obter uma solugdo analitica. Além disso, as solu¢cdes numéricas
correspondem a solucbes aproximadas do problema real, obtidas através de

meétodos iterativos e de interpolacdo, com uma precisdo desejada, apresentando
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solugcbes muito similares quando comparadas as solucbes exatas do problema
(GILAT; SUBRAMANIAM, 2008).

Basicamente, os métodos numéricos sdo estruturados a partir do processo de
discretizagdo, que consiste em reduzir um problema continuo, que possui infinitos
nameros de variaveis, para um problema discreto, possuindo finitos niumeros de
variaveis, e que podem ser resolvidos através da computacao digital (MATSUBARA;
ROMEIRO, 2014).

Figura 7 — Dominio continuo vs discreto

Método
numeérico

—

<38D

Fonte: Maliska (2014, p. 28).

Como visto anteriormente, as equacdes que descrevem o escoamento de
fluidos sdo EDP’s bastante complexas, que geralmente apresentam uma solucéo
analitica apenas em casos com geometria e condicbes de escoamento muito
simplificadas, obrigando o calculista a utilizar métodos numeéricos para encontrar

suas solucdes aproximadas (SANTOS, 1999).

Sendo assim, de acordo com Sherwin e Pieré (2005), existem trés escolhas
classicas para solugdo numeérica de EDP’s como as que modelam os escoamentos

de fluido, séo eles:
. Método das diferencas finitas (MDF);
. Método dos elementos finitos (MEF);

. Método dos volumes finitos (MVF).
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2.3.2 Métodos das diferencas finitas (MDF)

De acordo com Deus et al. (2010), o método consiste basicamente na
discretizagdo do dominio (seja uma regido do espaco, ou uma entidade fisica), em
diversos pontos, chamados pontos de malha, nos quais serdo aplicadas a expansao
em séries de Taylor para substituir as derivadas que fazem parte da equacao

diferencial do problema, por formulacdes algébricas.

Segundo Sherwin e Pier6 (2005), o MDF é o método mais antigo aplicado
para solucdo numeérica de EDP’s e apresenta limitagcbes quando aplicado em
geometrias complexas ou com mais de uma dimensdo. Por este motivo, novos
meétodos foram estudados e desenvolvidos para solucdo de equacdes diferenciais
parciais, utilizando formulagBes integrais e dando origem aos métodos dos

elementos e de volumes finitos.

2.3.3 Métodos dos elementos finitos (MEF)

O método dos elementos finitos, consiste na divisdo do dominio no meio
continuo em diversos elementos ou subdominios, chamados de elementos finitos.
Esses elementos sdo interconectados entre si, a partir de nés ou pontos nodais,
sendo que o conjunto de elementos e de nés consistem na malha do problema
analisado (De SOUZA, M. R., 2003). Conforme Zienkiewicz (1977), este método
numérico tem como objetivo substituir a equacao diferencial do problema por uma
formulacéo variacional deste, gerando equacdes algébricas lineares que fornecem a

solucéo do problema de forma aproximada nos diversos nds da malha.

Segundo Maliska (2014), o MEF é um método numérico amplamente
utilizado, foi inicialmente empregado na area de elasticidade, possibilitando solucdes
aproximadas precisas em problemas com geometrias complexas, fornecendo
resultados com grande grau de precisdo, caracteristica que faltava no método das

diferencas finitas.

2.3.4 Métodos dos volumes finitos (MVF)
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De acordo com Moukalled et al. (2016), o0 método dos volumes finitos € uma
técnica numeérica utilizada para transformar as equacdes diferenciais parciais que
representam as leis fundamentais da fisica no continuo, em equacgfes algébricas

discretas sobre volumes de controle.

Segundo o mesmo autor, primeiramente, é necessario discretizar o dominio
geométrico do problema em diversos volumes finitos, sem sobrep6-los, sendo que
um n6é computacional € localizado no centro de cada volume. Esta discretizagédo

gerara uma malha de volumes finitos, semelhante ao MEF.

Posteriormente, para obtencdo das equacbes algébricas, as EDP’s sao
discretizadas, integrando-as sobre os volumes finitos criados anteriormente e sobre
o tempo, caso o fendmeno seja transiente, gerando valores das variaveis
dependentes nos nos localizado no centro do volume finito, enquanto que os valores
das variaveis nas superficies do volume finito sdo obtidos por meio de interpolacdes
em funcdo dos valores nodais. Por fim, o sistema de equacdes algébricas geradas
anteriormente e que apresentam as relacdes da variavel analisada entre os diversos
nés dos volumes de controle, é solucionado utilizando métodos iterativos ou diretos,

fornecendo as variaveis dependentes para cada volume (GONCALVES, 2007).

Conforme Maliska (2014), tanto o MDF quanto o MEF trabalham com pontos
da malha, ao contrario do MVF, que trabalha com volumes de controle de malha. Por
este motivo, uma das principais vantagens de utilizar o MVF como método numérico
para discretizacdo de EDP’s na dindmica dos fluidos € a sua caracteristica
conservativa, ja que, para este tipo de estudo, é muito importante a satisfacdo dos
principios de conservacdao em nivel discreto, e, como nesta técnica o balanco de
energia é realizado em cada volume finito, todos os principios conservativos sédo

satisfeitos.

2.3.4.1 Condig¢0Oes iniciais e de contorno

Diversas equacdes diferenciais parciais governam incontaveis problemas
semelhantes, esta caracteristica ocorre, pois, este tipo de equacao possui infinitas

solugdes. O que diferencia uma solucao especifica de um fendmeno fisico estudado
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e 0 conjunto de infinitas solugdes das EDP’s sdo as condi¢gbes impostas nas
equacbes governantes, estas condicdes sdo denominadas condi¢cdes iniciais,
quando elas existem em certo instante inicial, e de condi¢cdes de contorno, quando

existem nas fronteiras do meio analisado (POLYANIN, 2002).

Ainda, de acordo com Malalasekera e Versteeg (2007), todos os problemas
da dindmica dos fluidos computacional sdo definidos em termos das condicfes
iniciais e de contorno. Sendo assim, € muito importante que o calculista aplique
estas condicbes de forma correta e que entenda sua importancia no método
numeérico. Em relacdo as condicdes iniciais, o autor afirma que em fendmenos
transiente, estas condicdes precisam ser aplicadas para todas as variaveis e em
todos os pontos do dominio do escoamento, ou seja, 0s valores das variaveis

precisam ser especificados no instante de tempo inicial.

Em relacdo as condicdes de contorno, Malalasekera e Versteeg (2007),
afirmam que, para os problemas em DFC utilizando o método dos volumes finitos, as

mais utilizadas sao:

. Condicbes de entrada: sdo condi¢cdes aplicadas na entrada do dominio de
estudo, sendo que a distribuicéo de todas as variaveis do escoamento nesta entrada

€ obrigatéria para aplicacdo do método numérico.

. Condicdes de saida: sdo condicBes aplicadas na saida do dominio, estas
condicbes de contorno podem ser usadas em conjunto com as condicbes de

entrada, porém, ndo séo obrigatdrias.

. Condicdes de parede: sdo as condicdes mais comuns em escoamento de
fluidos confinados, sendo aplicada onde fluidos ndo podem atravessar ou onde
existe a condicdo de nédo deslizamento, o que impde que o valor das velocidades

neste contorno € igual a zero.

. Condicbes de pressdo pré-estabelecidas: s&o condi¢cdes aplicadas em
situacbes em que os detalhes exatos da distribuicdo das variaveis do fluido sdo

desconhecidos, porém, os valores de contorno das pressdes séo conhecidos.

. Condicdes de simetria: Esta condicdo de contorno é caracterizada pela

auséncia de fluxo escalar através do eixo de simetria onde a condig&o foi aplicada.
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2.3.4.2 Tipos de malha

Conforme Batista (2005), existem basicamente trés tipos de malhas para
discretizagdo do dominio de estudo, as malhas estruturadas, as ndo estruturadas e

as hibridas.

As malhas estruturadas sdo as utilizadas em problemas com geometrias mais
simples, sendo que sua principal caracteristica € que os volumes ou elementos da
malha possuem um numero constante de elementos vizinhos. Nas malhas néo
estruturadas, ao contrario das estruturadas, diferentes elementos ndo terdo um
namero constante de elementos vizinhos, permitindo a discretizacdo de geometrias
e dominios mais complexos. Por fim, as malhas hibridas sdo geradas na jun¢céo das
malhas estruturadas com as nado estruturadas, ndo possuindo caracteristicas bem
definidas (BATISTA, 2005; PAITAN, 2013). A Figura 8 ilustra os trés tipos de malha

citadas acima.

Figura 8 — Malha estruturada vs néo estruturada vs hibrida

(a) Estruturada (b) Nao-estruturada (¢) Hibrida

Fonte: Batista (2005, p. 2).

2.3.4.3 Arranjo das variaveis dependentes na malha

O arranjo das variaveis na malha indica a posicdo relativa das variaveis
dependentes do fenémeno analisado na malha computacional, e tem como principal
caracteristica a posicao relativa entre a pressdo e o0s componentes do vetor

velocidade, sendo que diversos arranjos podem ser feitos, porém, para sistemas
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mais simples, apenas dois destes arranjos sdo empregados, o co-localizado e o
desencontrado (MALISKA, 2014).

Nos arranjos co-localizados, todas as variaveis dependentes sao

armazenadas no centro do volume de controle, ou volume finito, conforme Figura 9.

Figura 9 — Arranjo co-localizado
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Fonte: Maliska (2014, p. 118).

De acordo com Maliska (2014), este tipo de arranjo apresenta simplicidades
nas implementagfes computacionais, uma vez que os indices de todas variaveis
dependentes sdo os mesmos para um determinado ponto, e, principalmente pelo
fato de que é necessério utilizar somente um Unico volume finito para realizar a

integracdo no processo de discretizacdo da EDP.

Em relacdo ao arranjo desencontrado, conforme Maliska (2014), as variaveis
dependentes escalares continuam avaliadas no centro dos volumes finitos, porém,
0s componentes da velocidade sdo armazenados ao redor das faces dos volumes,

conforme Figura 10.
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Figura 10 — Arranjo desencontrado
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Fonte: Maliska (2014, p. 120).

A principal vantagem deste método é que ele lida com alguns problemas
encontrados no arranjo co-localizado, porém apresenta complexidades na
implementacdo numérica, ja que, como as variaveis dependentes ndo se encontram
Nno mesmo ponto, serdo necessarios mais indices para representa-las. Além disso,
pelo mesmo motivo, os balancos de conservagédo ndo podem ser feitos em um Unico
volume finito, como no arranjo co-localizado, demandando maior esforco
computacional (MALISKA, R. C., 2014).

2.3.5 Interpolacao polinomial

De acordo com Gilat e Subramaniam (2008), a interpolacdo polinomial
consiste em uma aproximacdo de valores localizado em certos pontos e que se
encontram entre outros pontos cujos valores sdo conhecidos. Sendo assim, quando
se utiliza métodos numéricos para discretizar e solucionar uma equagéao diferencial,
valores de uma propriedade de interesse ¢ sao obtidos em determinados pontos
nodais da malha criada na discretizacdo do dominio. Porém, em alguns casos
especificos, pode existir a necessidade de conhecer o valor de @ em um ponto que
nao coincide com os pontos da malha onde a variavel de interesse foi armazenada.

Nesses casos, € necessario utilizar métodos de interpolagéo polinomial. Entre estes
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métodos se encontram o método de interpolacdo por polinbmios de Lagrange,
interpolacdo por splines, interpolacdo de Gregory-Newton, interpolacdo de Rhie-

Chow, interpolagao por diferengas centrais, entre outros.

2.3.6 Discretizacao temporal

Conforme abordado no topico das condi¢des iniciais e de contorno, para
escoamentos transientes, é necessario a atribuicdo de uma condicao inicial. Esta
condicao inicial representa o valor de uma propriedade de interesse no instante
inicial t = t0. Sendo assim, de acordo com Fortuna (2012), a partir dos valores iniciais
da propriedade de interesse, problemas transientes demandam a discretizacédo e
posterior solugdo das EDP’s em sucessivos periodos de tempo At, até o instante
final t = tf, conforme esquema abaixo, sendo que para cada t0+nAt, sera encontrada

a solucéo da EDP.
to + At, tO + ZAt, tO + 3At, T tf - At, tf

As principais técnicas de discretizacdo temporal sdo as técnicas explicita,
implicita e totalmente implicita (FORTUNA, 2012).

2.3.7 Linearidade e acoplamento presséo-velocidade

De acordo com Versteeg e Malalasekera (2007), existem dois desafios
principais na aplicacdo dos métodos numéricos para discretizacdo da equacao de
transporte, sendo que estes problemas aparecem quando a equacao representa a

conservacgao da quantidade de movimento de um escoamento.

O primeiro, conforme o autor, ocorre no termo convectivo da equacao, uma
vez que estes apresentam nao linearidade em div(pl717), que pode ser facilmente
visualizado quando considerado um escoamento unidimensional em x, onde o valor
do vetor velocidade é o mesmo que o componente escalar deste vetor em X, ou seja,
o vetor velocidade V é igual a u. Levando em conta o conceito de divergente

abordado no referencial, para uma uUnica dimenséao, X, 0 termo convectivo se torna
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B d - .
a(puu) ou E(I)uz)’ apresentando no termo elevado ao quadrado, a nado linearidade

comentada.

O outro problema estd na pressdo termodindmica que aparece no termo
fonte, S, mais especificamente no termo divergente de p, V.p. Caso o gradiente de
pressdo seja conhecido, o processo de discretizacdo € simples, e consiste
basicamente na integracdo da equacgdo de transporte para cada volume finito que
compde a malha do dominio. O problema é que na maioria dos fenbmenos da
dindmica dos fluidos, o gradiente de pressdo € desconhecido, esta adversidade é
denominada como problema do acoplamento pressado-velocidade (MALISKA, 2014).
Este problema consiste no fato de que o gradiente de pressdo ndo aparece na
equacado da continuidade, sendo que a presenca do gradiente nesta, é fundamental
para resultar num conjunto de trés equacdes e trés incognitas. Sendo assim, de
acordo com Pires (1994), como a pressao nao aparece explicitamente na equacao
da continuidade, algoritmos para determinar a presséo e solucionar o problema do
acoplamento pressao-velocidade sé&o utilizados, manipulando as equacbes da
continuidade e da quantidade de movimento.

Entre os algoritmos mais utilizados, conforme Versteeg e Malalsekera (2007),
encontram-se o SIMPLE, o SIMPLER, o SIMPLEC e o PISO.

2.3.8 Métodos diretos e iterativos

Como visto no topico do método dos volumes finitos, apds a discretizacao das
equacdes governantes, o resultado € um sistema de equacfes lineares algébricas
gue precisa ser solucionado. A complexidade e o tamanho do conjunto de equagdes
dependem da dimensionalidade do problema, do numero de nés gerados na
discretizagdo do dominio, e do método utilizado para discretizagdo das EDP’s
(MALALASEKERA; VERSTEEG, 2007).

Para solucionar o sistema de equacdes algébricas geradas na discretizacéo
da equacdo de transporte, podem ser utilizados dois métodos especificos, o0s
métodos diretos e os métodos iterativos (MALISKA, 2014).
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Conforme Sperandio et al. (2003), os métodos diretos sdo as técnicas que
determinam a solucdo exata do sistema linear, através de um numero finito de
passos previamente conhecidos. Além disso, de acordo com Maliska (2014), estes
métodos trabalham com processos analogos a inversdo da matriz criada a partir do
sistema linear, e como os problemas da DFC geram sistemas e consequentemente
matrizes muito esparsas, 0 empenho computacional € muito grande, tornando este
método inadequado para fendbmenos de escoamento de fluidos. Entre os métodos
diretos, encontram-se o método da eliminagcédo de Gauss, decomposi¢do LU, método

de Crout, método de Gauss-Jordan, entre outros.

Segundo Maliska (2014), os métodos iterativos sdo0 0s que necessitam de
uma aproximacao inicial para prosseguir 0 processo e encontrar uma solucao. Este
método apresenta como principais vantagens o fato de serem de facil
implementacéo, por serem aplicaveis em sistemas de equacdes nao lineares e por
serem menos suscetiveis a erros de arredondamento quando comparado aos
métodos diretos (FORTUNA, 2012). Exemplo dos métodos iterativos sdo o método
de Jacobi, o0 método das sobrerrelaxa¢des sucessivas (S.0.R), método de Gauss-

Seidel, entre outros.
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3 METODOLOGIA

Neste capitulo serdo demonstradas as etapas metodolégicas das atividades

desenvolvidas pelo autor deste estudo.

3.1 Método cientifico

De acordo com Silva e Menezes (2005), o presente trabalho € de natureza
aplicada, ja que tem por objetivo a geracdo de conhecimentos para aplicacdo pratica
e para a solucdo de problemas especificos. E de abordagem quantitativa, ja que as
informacdes sdo descritas em numeros, a fim de analisa-las e classifica-las. Por fim,
o trabalho tem objetivo exploratério e descritivo, uma vez que para realizacdo deste,
foram utilizados métodos e formas de analise encontradas no referencial teorico, e

visa descrever as caracteristicas de um fendbmeno.

3.2 Etapas metodolégicas

Para realizacdo do presente trabalho, o método numérico utilizado na
simulagéo dos problemas de dinamica dos fluidos foi 0 método dos volumes finitos
(MVF). Além disso, o método numérico sera implementado em um coédigo
computacional desenvolvido na linguagem de programacdo FORTRAN 90. Sendo
assim, para uma melhor compreensdo das etapas metodoldgica realizadas para

obtencdo da solugcdo numérica, e que, na maior parte serdo processadas pelo
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cédigo desenvolvido, foi criado o fluxograma abaixo e dividido em respectivos
tépicos.

Figura 11 — Principais etapas realizadas

Discretizacdo do dominio (geracdo da malha)

Discretizacao das equagdes governantes

Tratamento problema acoplamento pressao-velocidade

Interpolagao dos valores nodais

Aproximacao dos gradientes restantes

Solugdo do sistema algébrico gerado na discretizagdo das equagdes

Disponibilizacao dos resultados

Fonte: Do autor (2018).

3.2.1 Discretizagdo do dominio (geracdo da malha)

7

Primeiramente, é realizada a discretizagdo do dominio em volumes de
controle, ou seja, a geracdo da malha computacional. Para isso, o cdédigo
desenvolvido utiliza malhas estruturadas e com arranjo desencontrado, sendo que a
malha é implementada diretamente no coédigo criado. Como a malha é estruturada e
0 escoamento € limitado pelo espacgo bidimensional, € necessario apenas atribuir o

namero de volumes em x e y.

3.2.2 Discretizagcdo das equacdes governantes
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A préxima etapa foi a discretizacdo das equacdes governantes dos problemas
que o codigo é capaz de resolver. Uma vez que o cédigo € especifico para
escoamentos isotérmicos, as equacdes governantes sao a equacdo da quantidade
de movimento e da continuidade. Além disso, como o cédigo trabalhara com fluidos
de viscosidade constante e incompreensivel, o termo difusivo I" e a massa especifica
p ndo variam no espaco e no tempo, possibilitando sua retirada dos operadores
divergentes e gradientes da Equacdo 59 (equacédo geral de transporte). Sendo
assim, com o auxilio do Quadro 1, as equacdes que substituirdo a forma genérica da
equacao de transporte e representardo a quantidade de movimento para

escoamento bidimensional, sdo dadas conforme segue.

0

. 0
Pt (w) + pdiv(uV) = udiv(gradu) + £ +pg, (60)

Sendo que a Equacdo 60 representa a componente x da quantidade de

movimento do escoamento de fluido.
9 (W) + pdiv(vV) = pdiv(gradv) + o + (61)
p 9t p u g 3y Py,

A Equacédo 61 representa a componente y da quantidade de movimento do

escoamento de fluido.

Em relacdo a equacdo da continuidade ou conservacdo de massa,
considerando um fluido incompressivel, e com o auxilio do Quadro 1, tem-se que a

equacdao na forma genérica terd a forma da Equacéo 62.
0 -
pa(l) + div(V) = div(0gradl) + 0 (62)
Que, apos as multiplicacdes, resulta na Equacgéo 63.
div(V) =0 (63)

As Equacdes 60, 61 e 63 sédo as trés equacdes governantes que podem ser
solucionadas pelo algoritmo do presente trabalho, e que precisaram ser

discretizadas para possibilitar a solugdo numeérica.
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Para discretizar estas equacoes, foi utilizado o método dos volumes finitos,
gue consiste na integracdo da equacdo de transporte sob um volume de controle e
sob o tempo, representadas nas equacgdes abaixo. Para o componente escalar x da
equacao da quantidade de movimento, a integracéo fica conforme a Equacéo 64.

a -
fpa(u)dth+ fpdiv(Vu)dth
V.C.t V.Gt

(64)

0x

V.C.,t V.C.,t

0
= fudiv(gradu)dth+ f(—p+pgx>dth

Assim como no componente escalar x, € necessario integrar o componente y

sob o tempo e sob o volume de controle, conforme Equacgao 65.

d —
f Poe (v)dvdt + f pdiv(Vv)dth
V.C.t V.C.t

(65)

0
= f udiv(gradv)dVdt + f (a—p+pgy) dvdt
V.C,t V.C,t y
A equacao da continuidade deve ser integrada somente sob o volume de
controle, uma vez que se trata de problemas incompressiveis, nos quais a massa

especifica ndo varia no tempo, de acordo com a Equagéo 66.
j div(V)dv =0 (66)
v.C

Além disso, para discretizacdo temporal, foi utilizado o esquema totalmente
implicito, que relaciona a variavel de interesse encontrada no intervalo de tempo
anterior, com a variavel de interesse que esta sendo analisada no intervalo de tempo
atual, conforme abordado no referencial, sendo que todos os pontos vizinhos
envolvidos para encontrar a variavel de interesse sdo avaliados no tempo atual, ou
seja, sdo incognitas, gerando um sistema linear que deve ser solucionado por um

método iterativo.

3.2.3 Problema acoplamento pressao-velocidade
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Como para utilizacdo do cédigo ndo é necessario saber os campos de
pressao iniciais, e, conforme visto no tépico 2.3.7, o problema de acoplamento
pressao-velocidade existir4, necessitando de um algoritmo que trate este de forma
adequada. Sendo assim, o algoritmo utilizado para o desenvolvimento do cédigo foi
o algoritmo SIMPLE, que significa Semi-Implicit Method for Pressure-Linked
Equations (Método Semi-Implicito para equacdes com pressdo acoplada), e foi
desenvolvido por Patankar e Spalding em 1972. O algoritmo é basicamente um
procedimento de tentativa e erro para calcular a pressdo em arranjo desencontrado,
e seus passos sao descritos abaixo e foram retirados do livro de Suhas V. Patankar,
1980.

Antes de descrever as etapas principais do algoritmo, é necessario apresentar
as relagbes entre os valores atribuidos e os valores reais da pressdo e das
componentes escalares do vetor velocidade, sendo que esta descricdo esta exposta

nas equacdes abaixo.

p=p° +p (67)
u=u"+u (68)
v=v" +v (69)
w=w"+w (70)

Com as correlagbes acima, a sequéncia de operacdo do algoritmo SIMPLE

definida por Patankar (1980) é a seguinte:
1. Estimar um valor para o campo de pressao p*;

2. Resolver as equacbes de momento utilizando a pressao p* encontrando

assim valores para os componentes escalares da velocidade, u*, v* e w*;

3. Encontrar a pressdo p’, que € obtida através de uma equacdo auxiliar,

derivada da equagao da continuidade;

4. Calcular a pressao p a partir da equacao 67;
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5. Encontrar os valores de u’, V' e w’ através de equagdes que correlacionam a

pressao p’ e as velocidades u*, v* e w*;
6. Calcular os valores de u, v e w seguindo as equacdes, 67, 68 e 69;

7. Caso outras propriedades, como temperatura, concentracdo de massa e etc.

influenciam o escoamento, discretizar as equacdes para estas propriedades;

8. Utilizar a pressdo p como estimativa para p* e retornar ao passo 2, repetindo

todo o procedimento até que a convergéncia da solucao.

3.2.4 Interpolacao entre os valores nodais e aproximacéao dos gradientes

Em relacao a interpolacdo dos valores nodais para os termos convectivos das
equacdes governantes, foi utilizado o método das diferencas centrais, que consiste
em interpolar linearmente uma variavel, localizada entre dois pontos adjacente, um
anterior e outro posterior, utilizando a média entre estes. Este método é de facil
implementacéo, porém, apresenta limitacbes para grandes niumeros de Reynolds, o
que ndo € um problema para o presente trabalho, cujo foco sdo baixos nimeros de

Reynolds.

Além disso, como pode ser observado nas equacdes de momento, o termo
difusivo apresenta gradientes de segunda ordem, e como no método utilizado é
realizada a integracéo especial da equacdo governante apenas uma vez, eliminando
assim, um destes gradientes, o outro continuara, sendo assim, o gradiente restante
€ aproximado pela jA& abordada expansdo em Séries de Taylor, utilizando a
formulacdo por diferencas centrais, que basicamente consiste em aproximar a
derivada utilizando dois pontos da funcdo expandida, sendo que um deste é o ponto
de expanséo x1 e o outro é o ponto vizinho, ou seja, x1 + At ou x1 - At, conforme
abordado no topico de expansao em seéries de Taylor, no caso da formulacdo por
diferencas centrais, s&o utilizados os dois pontos vizinhos (x1 + At e x1 — At) para

aproximar a derivada, reduzindo o erro de aproximag&o.
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3.2.5 Solucédo do sistema algébrico gerado na discretizacdo das equacdes

O dltimo passo matematico realizado, consiste na solucdo das equacfes
algébricas obtidas no processo de discretizagdo das equacdes diferenciais parciais e
que apresentam as correlacdes entre os nds de cada volume de controle (volume
finito) criado. Para isto, foi utilizado o método iterativo de Gauss-Seidel, conforme
descrito por Gilat e Subramaniam (2008), e que tem como principal caracteristica o
fato de que a medida que um valor novo € obtido, este é prontamente utilizado para

calcular o novo valor da proxima incognita.

Primeiramente, € necessario escrever o sistema de equacdes na sua forma
explicita, sendo assim, para um sistema com n equacdes, as equacdes explicitas

para as incognitas (xi) sdo encontradas conforme Equacéo 71.
\

Ondei=1,23,..n.

ApoOs a obtencdo do sistema de equacBes na forma explicita, € possivel,
utilizando as caracteristicas do método de Gauss-Seidel, escrever a seguinte

férmula iterativa para solucdo de sistemas lineares.

1 &
xl(k+1) - bl - aljx]‘(k)

a1 =

1 j=i—-1 j=n )

x 0D = 2 b; — Z aijxj(k“) + Z aijxj(") i=23,..,n—-1 (72)

v j=1 j=i+1
1 j=n-1

xn(k+1) — b, — Z a jxj(k+1)

Ann o
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E possivel observar que os valores de x;**1, na iteracdo k+1 séo calculados
através dos valores de xj("“), obtidos pela iteracdo k+1, quando j < i e através dos

valores de x; ), quando j > .

As iteracOes realizadas através do sistema 72 continuam até um critério de
convergéncia ser respeitado. No caso, a convergéncia ocorre quando uma pequena
diferenca entre os valores gerados nas iteracdes repetidas é atingida.

Matematicamente, esta diferenca se da conforme Equacao 73.

<e (73)

Parai=1, 2, 3, ..., n, onde € € um valor predeterminado.

3.2.6 Disponibilizacdo dos resultados

A Ultima etapa do trabalho, consiste em disponibilizar os resultados obtidos no
codigo através de imagens ilustrativas, uma vez que o cédigo em si fornece os
resultados em dados e ndo em imagens. Para isto, foi utilizado um software de pés
processamento, que permite a criacdo dos campos de velocidades e linhas de
corrente, em imagens com escalas de cores, a partir dos dados obtidos no codigo,

facilitando assim a visualizac&o dos resultados.
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4 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES

Neste capitulo, sera abordado o procedimento numérico adotado para
discretizar as equacdes governantes, bem como um fluxograma que apresenta a

sequéncia utilizada no algoritmo criado.

4.1 Discretizacdo das equacdes

Conforme visto anteriormente, as equacdes conservativas (64), (65) e (66)
foram solucionadas utilizando o método dos volumes finitos, que tem como
caracteristica a integracdo destas no espaco e no tempo. As faces dos volumes de
controle, nas quais existe fluxo de massa, sédo utilizadas como limites na integracéo
espacial, enquanto que os instantes t e t + At sdo utilizados como limites para a

integracao temporal.

Como a malha utilizada foi a desencontrada, na qual as variaveis
dependentes sdo armazenadas em diferentes posi¢cdes do espaco, foi necessario
realizar a integracédo utilizando diferentes volumes de controle, um para cada

equacao, uma vez que a variavel de interesse precisa estar no centro do V.C.

Sendo assim, a discretizacdo das equacgdes para um V.C. localizado em um
ponto do dominio em que este ndo coincide com nenhuma fronteira, cujo volume é o
produto dxdydz, sem geracdes internas (pg = 0), com fluxo de massa em todas as

faces, sera apresentada abaixo.
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Inicialmente, é realizada a discretizacdo espacial da equacdo 64, que

representa a equacdo da quantidade de movimento no eixo X e que apés a

discretizagéo, fornece uma equacéao algébrica linear, relacionando a componente u

da velocidade no centro do V.C., com as componentes escalares e pressoes

vizinhas. A Figura 12 representa um volume finito com as caracteristicas citadas no

paragrafo anterior, e sera utilizada como base para desenvolver a discretizacédo das

equaclOes nesta regidao do espacgo, sendo que nos pontos P, E, W, N e S sé&o

armazenadas as componentes u da velocidade, nos pontos (e) e (w) as pressoes

vizinhas e nos pontos NE, NW, SE e SW sdo armazenadas as componentes v da

velocidade, e que interferem diretamente no valor da variavel de interesse no centro

do V.C.

Figura 12 — Volume finito para componente u da velocidade
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i
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Fonte: Adaptado pelo autor com base Versteeg e Malalasekera (2007, p. 184).

Com isso, para o volume da Figura 12, expandindo a Equacédo 60 através dos

conceitos de gradiente e divergente, e integrando-as em relacdo ao volume de

controle e o tempo, tem-se a equagao 74.

ou Ju Ju
Jp—dth+ qua—dth+ Jpv—dth

Jt X dy
Vet Vet V.Gt
_ f O e f O vt f P e
- dx? dy? 0x

V.C.,t V.C.,t V.C.,t

(74)
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E possivel, aplicando o Teorema da Divergéncia de Gauss, relacionar as
integrais volumétricas da Equacéo 74 com integrais de superficie, de modo que 0s
limites de integracdo ndo sejam mais os volumes de controle, mas sim as areas
superficiais dos volumes de controle, sendo que, para os gradientes em relacédo ao
eixo X, os limites de integracdo serdo a area superficial direita (e), e a area
superficial esquerda (w), enquanto que para os gradientes relacionados ao eixo y, 0s
limites de integracdo serdo a area superficial superior (n) e a inferior (s), resultando
na Equacao 75.

Ae An

Jdu
j pEdV+ jpuudAdt+ jpvudAdt
V.C.t Aw,t Asit

(75)

Ae As Ae
_ f dade + 2% f dAdt f P ade
“Hlax ) ay ] ox

Aw,t An,t Aw,t

Observando a equacado 75, é possivel analisar que o primeiro termo desta,
envolvendo o gradiente temporal, seré tratado de forma diferente, uma vez que a
sua derivada ndo € em relagcdo ao espaco, e sim ao tempo, ndo permitindo a
utilizacdo do teorema de Gauss. Neste caso, o limite de integracao sera o volume do
préprio volume de controle. A Equacdo 76 apresenta o resultado da integracéo

acima.

ou
]p—Ath + J(puAuIe — pudul,)dt + J(vauIn — pvAul,,)dt

at
t
——A )dt +f< A| ——A
e w e

(76)

=#f

Apés a integracdo em relacdo ao espago, é possivel realizar a integracédo

)dt - [ @Al = palyae

temporal, conforme Equacéo 77.

t+At - t+At t+At
j pa—Ath + f (pulul, — pudul,,)dt + f (pvAul, — pvAul,,)dt

t t t (77)
t+At t+At t+At

-l [ G

t

ey )dt+f <6”A| A > f (pAl, — pAl,)dt
—— —4 —— — | (Ale —pAlw
e Ox |, : ay | oy * : ¢
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A integracéo temporal de todos os termos da equacédo, exceto pelo primeiro, é
simples, resultando em At. Voltando ao primeiro termo, em que o gradiente existente
€ em relacdo ao tempo, conforme Versteeg e Malalasekera (2007), assume-se que a
velocidade contida neste prevalece em todo V.C., permitindo que a variavel u,
localizada no centro deste, seja definida em fungéo do tempo no instante t (up®) e no
instante t + At (up), sendo que é neste termo que ocorre a ligacdo entre o valor
calculado no instante anterior, com o instante atual. O resultado desta integracéo

esta representado na equacéao 78.

p(uP — uP®)AV + (pudu|, — pudul,,)At + (pvAul, — pvAul,)At
= (auA Ly )At+ iy
B T T dy

E possivel analisar que mesmo apoés a integracéo temporal e espacial, restam

OuA
dy °

(78)

>At> - (pAle - pAlw)At

n

dois gradientes de velocidade no termo difusivo da equacdo, em relacdo a x e a y.
Estes gradientes sdo aproximados utilizando a ja explorada expansdo em séries de
Taylor, a partir dos pontos P, E, W, N e S da Figura 12. Apdés a aproximacao, a

Equacédo 78 pode ser reescrita de acordo com a 79.

p(uP — uP®)AV + (pudu|, — pudul,)At + (pvAul, — pvAul,)At

_ (uE —uP) (uP —ul)
= ((A e Aw ) 79)

(uN —uP) (uP —us)
+ (An —a Aw T) At | — (pAl, — pAl,,)At

E importante notar que a equacgdo 79 continua apresentando termos n&o
lineares, sendo assim, o método iterativo SIMPLE permite a linearizacdo da
equacado, sendo que o método consiste em utilizar os valores de u e v da iteracédo
anterior. Esta variavel, da iteracdo anterior, sera caracterizada pelo sobre indice *.
Além disto, a componente v do vetor velocidade que aparece na equacao também é
aproximada utilizando os valores desta, encontrados na iteracdo anterior, e
armazenadas em NE, NW, SW e SE.

Finalmente, como a integracdo espacial dos termos do lado esquerdo da

Equacéo 79 envolve os pontos das superficies dos volumes de controle (e, w, n e s),
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€ necessario realizar uma interpolacdo entre os pontos vizinhos a estes, ja que as
variaveis dependentes, como as componentes u do vetor velocidade, estédo
armazenadas nos pontos P, E, W, N e S, e ndo em e, w, n e s. Sendo assim, as
velocidades nos pontos e, w, n e s sdo aproximadas utilizando as velocidades

armazenadas em P, E, W, N e S, através do método das diferencas centrais.

Dividindo todos os termos por At e levando em conta as observacoes
anteriores, a Equacado 80 pode ser reescrita conforme a Equacdo 81, na forma
algébrica, sem gradientes e representando aproximadamente a equacdo da
guantidade de movimento em x no V.C. da Figura 12, permitindo a implementacao
numérica da variavel de interesse, no caso a componente u do vetor velocidade,
localizada no ponto P do volume de controle, fornecendo uma relagdo entre o valor
da variavel neste ponto, com as varidveis de interesse localizadas nos pontos
vizinhos.

AV
p(uP — uPO) —

uP* + uE*\ /uP + ukE uP* + ulW™*\ fuP + ulW
+pAe( 2 )( 2 )_pAW< 2 )( 2 )

vNE* + vNW™\ (uP + uN vSE* + vSW™\ (uP + uS (80)
o e A )=

2 2 2 2

B (uE — uP) (uP —ulv) (uN — uP) (uP —us)
—H ((Ae Ax Aw Ax ) * (An Ay 4s Ay ))

- (peAe - prw)

Para quantidade de movimento em y, a Equacado a ser discretizada € a 61,
que apds ser expandida utilizando os conceitos de gradiente e divergente, e
integrando-a em relacdo ao tempo e ao volume de controle, € descrita conforme a

Equacéo 81.

j 9 avde + J W e+ J W v
Pac'y P PY%y
V.C.,t V.C,t V.C.,t

(81)

0% 0%
=u deth-l‘ fa—dth f—dth

V.C.,t V.C.,t V.C.,t
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O processo é semelhante ao feito para discretizacdo em x, porém, utilizando
um volume de controle no qual é armazenada a componente escalar v da velocidade

no centro deste, conforme Figura 13.

Figura 13 — Volume finito para componente v da velocidade
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Fonte: Adaptado pelo autor com base Versteeg e Malalasekera (2007, p. 185).

A Equacdo 82 representa a forma algébrica da Equacédo 61, relacionando a
variavel de interesse, no caso a componente v do vetor velocidade, no centro do
V.C., armazenada no ponto P, com as velocidades e pressfes armazenados nos
pontos vizinhos.

(oP PO)AV
pRVE =V A

uNE* + uSE*\ /vP + vE uNW* + uSW*\ (vP + viW
+{ o ) () e ) (=)

2 2 2 2
N (pAn (yN* ;— vP*) (vN ;— vP) — oA, (vP* -ZI— vS*) (vP -2I— v5>> (82)
— ((Ae (vEA—va) _a, (vP ;va)) N (An (vNA—va) 4, (vPA—va)>)

- (peAe - prw)

Por fim, & necesséario discretizar a equacédo diferencial 63, que representa a

equacao da conservacdo de massa ou da continuidade na forma diferencial. O
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método de discretizacdo € o mesmo, realizando a integracdo da equacdo, a
diferenca é que, por se tratar de escoamentos incompreensiveis, o termo que varia
no tempo ndo esta presente, demandando somente uma integragdo espacial da
EDP. Esta discretizacdo é realizada sobre um volume de controle, no qual as
componentes das velocidades estdo armazenadas nas areas superficiais do V.C. (e,
n, s e w), sendo que a pressao (P) € armazenada no centro deste, conforme Figura
14.

Figura 14 — Volume finito para equacéo da continuidade
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Fonte: Adaptado pelo autor com base Versteeg e Malalasekera (2007, p. 187).

A Equacdo 63, expandida, utilizando o operador divergente, pode ser

integrada em relacdo ao V.C. conforme Equacéo 83.

ou v
V.C. V.C.

Utilizando novamente o Teorema da Divergéncia de Gauss, considerando
como limites de integragdo as areas superficiais Ae, Aw, An e As do Volume de
Controle da Figura 14, a integracdo da Equacéo 83 pode ser reescrita conforme a

Equacéo 84.

Ae An
fudA+JvdA=0 (84)

Aw As
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O resultado da integracéo acima é dado conforme Equacéo 85.
(udle — udly) + (vAl, —vAls) =0 (85)

A Equacédo 85 é o resultado da discretizacdo da equacdo da conservacédo de
massa, através do Método dos Volumes Finitos.

Analisando as equacdes 80, 82 e 85, é possivel ver que as componentes
escalares do vetor velocidade, u e v aparecem nas trés equacdes, enquanto que a
pressdo aparece apenas nas equacdes da conversacao quantidade de movimento.
Neste caso, a equacdo da conversacdo de massa € adaptada através do ja
explorado algoritmo SIMPLE, relacionando as velocidades nas faces do volume de
controle da Figura 14, com um fator de correcdo das pressfes vizinhas deste,
permitindo assim uma relacéo entre pressao e velocidades nas trés equacgdes, 0 que
€ necessario, ja que sdo trés incognitas (as proprias velocidades e a pressao) para
trés equacbes. A Equacéo 85 pode ser, enfim, descrita em funcdo desta correcéo

de pressao, conforme Equacéao 86.

(Ae(ue + de(p’P - p’E)) - (Aw(uw + dw(p,W - p’P))

(86)
+ (An(vn + dn(plp - p,N)) - (As(vs + ds(p,S - plp)) =0

Na Equacdo 86, o termo d € uma correlagdo entre os coeficientes da
velocidade no ponto em que este esta relacionado (por exemplo, de esta relacionado
com a velocidade ue), sendo que esta correlagdo é encontrada utlizando as
equacles da quantidade de movimento em X e y, discretizadas anteriormente. As
velocidades utilizadas na Equacdo 86, também sdo as que foram encontradas
através da equacao da quantidade de movimento, discretizadas nos paragrafos
acima. Além disso, esta Equacédo (86) permite encontrar a correcdo de pressao no
centro do V.C., sendo que esta € utilizada para corrigir tanto a pressdo, quanto as
componentes escalares da velocidade, conforme no topico do método SIMPLE,

abordado na metodologia.

As equacles discretizadas acima sdo utilizadas para encontrar as variaveis
de interesse em trés pontos/n6s do dominio discretizado, armazenados em
diferentes posicdes, ja que a malha utilizada foi a desencontrada, sendo que, os

mesmos passos explorados acima, precisam ser realizados para cada ponto em que
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as variaveis de interesse serdo alocadas, resultando assim no sistema de equacdes
algébricas que sera solucionado. Além disso, é importante destacar que as
equacdes discretizadas e abordadas neste capitulo sdo para os volumes internos,
conforme citado no comeco deste tdpico. Para volumes de controle préximos as
fronteiras, os quais sofrem influéncias das condicbes de contorno, a discretizacao
vai ser um pouco diferente, uma vez que alguns termos ndo aparecerao, ou ainda,

poderao ser adaptados para descrever a condi¢cdo de contorno utilizada.

4.2 Algoritmo utilizado

O Fluxograma 1 apresenta o algoritmo utilizado no codigo para resolver as

equacdes de Navier-Stokes com as limitag6es impostas no primeiro capitulo.



Fluxograma 1 — Algoritmo do codigo criado
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo, serdo apresentados alguns resultados obtidos através do
cadigo criado no presente trabalho, sendo que estes foram utilizados para verificar o
algoritmo. Para melhor visualizacdo dos resultados, foi utilizado um software de pés
processamento, que permite relacionar os valores de determinada variavel,
encontrados pelo cédigo, com imagens ilustrativas de campos de velocidade e linhas
de corrente. O tempo computacional necesséario para realizacdo das simulacdes,

variou de 2 horas a 3 dias, dependendo do grau de complexidade do problema.

5.1 Escoamento em cavidade com tampa movel

O primeiro problema abordado se trata do escoamento no interior de uma
cavidade quadrada com tampa movel. De acordo com Lestari (2009), por possuir
geometria e condicdes de contorno bem definidas, por envolver de forma
balanceada o termo convectivo e difusivo da equacéo genérica de conservacéao (59),
e por apresentar regides de recirculagdo no escoamento, este problema € um
excelente caso para testar novos codigos ou metodos numeéricos em DFC. Por fim,
diversos autores ja exploraram este problema para diversos niumeros de Reynolds,

disponibilizando um amplo banco de dados para estes.

Sendo assim, o presente problema foi utilizado para verificar o coédigo
desenvolvido no trabalho, comparando os resultados obtidos neste, com os dados

disponiveis na literatura. A configuracao do problema esta disposta na Figura 15.
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Figura 15 — Escoamento em cavidade com tampa movel

Tampa Movel U=u

L

Fonte: Adaptado pelo autor com base em Lestari (2009, p. 46).

Para simular o movimento da tampa, a velocidade atribuida no topo da
cavidade é de 1 m/s. A cavidade é um quadrado de dimens@es unitarias. Todas as
outras componentes das velocidades localizadas nas paredes e a componente v da
velocidade no topo da cavidade, sdo nulas. Para o presente trabalho, foram
realizadas 4 simulacdes deste problema, utilizando niumero de Reynolds de 100,
400, 1000 e 3200, sendo que estes foram alterados utilizando diferentes valores
para a viscosidade. Além disso, os resultados encontrados pelo codigo foram
comparados com os obtidos por Ghia et. al (1982), que discretizou as equacgdes de
Navier-Stokes utilizando o método das diferencas finitas (MDF), e solucionou o
sistema de equacdes algébricas resultante através de um método Multigrid. O At

utilizado neste problema, para todos os Reynolds testados, foi de 0,01 segundos.

Para os Reynolds de 100, 400 e 1000 a malha utilizada foi de 130 x 130

volumes finitos, em cada caso, conforme figura 16.
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Figura 16 — Malha 130 x 130
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Fonte: Do autor (2018).

Para o escoamento com numero de Reynolds de 3200, a malha utilizada foi
de 200 x 200, conforme figura 18.

Figura 17 — Malha 200 x 200
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Fonte: Do autor (2018).

5.1.1 Calculos para Re = 100
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Para o problema com numero de Reynolds igual a 100, foi realizada uma
comparacao entre os resultados obtidos no codigo e os da literatura, conforme os
Gréficos 1 e 2. No Gréfico 1, a comparacao é referente aos valores da componente
u da velocidade ao longo da linha vertical que passa pelo centro da cavidade,
conforme a altura desta varia. Enquanto que no Grafico 2, a comparacdo é em
relacdo a componente v da velocidade ao longo da linha horizontal que passa pelo

centro da cavidade, conforme seu comprimento varia.

Na Figura 18, sdo apresentadas as linhas de corrente do escoamento, apés
este entrar em regime permanente. Por fim, o Grafico 3 mostra a evolucao temporal

da componente u da velocidade no centro da cavidade.

Gréfico 1 — Comparacdo componente u da velocidade para Re = 100
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Fonte: Do autor (2018).



Grafico 2 — Comparagdo componente v da velocidade para Re = 100

Fonte: Autor (2018).
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Grafico 3 — Evolucdo temporal componente u da velocidade para Re = 100

Tempo (s)
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Fonte: Do autor (2018).

E possivel analisar que os valores obtidos no codigo criado estdo em boas
concordancias com os do trabalho utilizado para comparagdo, comprovando que
para o Reynolds testado, e a malha utilizada, o codigo criado é suficiente para
prever o campo de velocidades de forma adequada. Além disto, é possivel destacar
0s vortices gerados no escoamento, sendo que o dominante esta localizado entre o
centro e o canto superior direito da cavidade, enquanto que outros menores
aparecem nos cantos inferiores desta. Em relacdo a analise transiente, verifica-se
gue a componente u da velocidade no centro da cavidade varia suavemente, isto se
deve ao fato do nimero de Reynolds ser baixo, caracterizando um escoamento
laminar. Além disto, observa-se que, a partir dos 5 segundos, a variavel analisada
sofre mudancas muito pequenas, indicando que o escoamento esta entrando em

regime permanente.

5.1.2 Célculos para Re = 400

Para o problema com numero de Reynolds igual a 400, as mesmas analises
gue no caso anterior foram realizadas, a comparacao entre os resultados obtidos no

codigo e os da literatura, estdo dispostos nos Graficos 4 e 5.
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Na Figura 19, sdo apresentadas as linhas de corrente do escoamento, apos
este entrar em regime permanente, enquanto que o Grafico 6 mostra a evolucao

temporal da componente u da velocidade no centro da cavidade.

Gréfico 4 — Comparacdo componente u da velocidade para Re = 400
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Fonte: Do autor (2018).

Grafico 5 — Comparagédo componente v da velocidade para Re = 400

0,35

'

0,25 O Ghia

0,15 Presente
0,05
-0,05
-0,15

-0,25

’

-0,35

’

Componente v da velocidade (m/s)

-0,45

-0,55

Comprimento da Cavidade (m)

Fonte: Autor (2018).



83

Figura 19 — Linhas de corrente para Re = 400
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Fonte: Do autor (2018).

Gréfico 6 — Evolucdo temporal componente u da velocidade para Re = 400
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Fonte: Do autor (2018).

Para o Re = 400, assim como no caso anterior, € possivel analisar que 0s
resultados obtidos no codigo estdo bem préximos dos obtidos na referéncia utilizada
para a comparacao, mostrando a acuracia do codigo e da malha utilizada para este
namero de Reynolds. Além disso, é possivel observar ainda trés vortices criados no
interior da cavidade. O de maior tamanho, esta mais préximo do centro, quando
comparado com o de Re = 100. Os outros dois vortices, localizados nos cantos

inferiores da cavidade, aumentaram de tamanho em comparacdo ao caso anterior, 0



84

que faz sentido, uma vez que o nimero de Reynolds é maior. E possivel ainda notar
gue no canto esquerdo superior da cavidade, as linhas de corrente ndo apresentam

a mesma suavidade que o primeiro teste.

Além do exposto, analisando a Gréafico 6, comparando com o teste de Re =
100, percebe-se uma variacdo mais acentuada na componente u da velocidade no
centro da cavidade, e que a mesma comeca a convergir para um valor a partir de

aproximadamente 20 segundos, indicando que o escoamento esta se estabilizando.

5.1.3 Célculos para Re = 1000

Para o problema com numero de Reynolds igual a 1000, foram realizadas as
mesmas analises que nos dois casos anteriores, sendo que a comparagao entre 0s

resultados obtidos no cddigo e os da literatura, estao dispostos nos Gréfico 7 e 8.

Na Figura 20, sdo apresentadas as linhas de corrente do escoamento, apos
este entrar em regime permanente, enquanto que o Grafico 9 mostra a evolucdo

temporal da componente u da velocidade no centro da cavidade.

Gréfico 7 — Comparacdo componente u da velocidade para Re = 1000
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Fonte: Do autor (2018).



Grafico 8 — Comparacado componente v da velocidade para Re = 1000
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Figura 20 — Linhas de corrente para Re = 1000
1

Fonte: Do autor (2018).
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Grafico 9 — Evolucado temporal componente u da velocidade para Re = 1000
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Fonte: Do autor (2018).

Em relagdo a simulacdo com ndmero de Reynolds igual a 1000, os resultados
obtidos no codigo desenvolvido no presente trabalho se mostram bastante préoximos
dos valores obtidos por Ghia et. al (1982), mais uma vez, mostrando a acuracia do
codigo neste tipo de problema, conforme Grafico 7 e 8. Em relacdo aos vortices
criados com este nimero de Reynolds, € possivel visualizar na Figura 20, que o

vortice maior esta bem préximo do centro da cavidade.

Em relacdo aos os dois vortices gerados nos cantos inferiores da cavidade,
estes permanecem, sendo que ambos aumentaram de tamanho em relacdo aos
testes com Reynolds de 100 e 400, além disso, € possivel visualizar que as linhas
de corrente do canto esquerdo superior sofreram uma perturbacdo maior que nos
casos anteriores, porém, ndo suficiente para criar um vértice na localidade. Por fim,
verificando a evolugdo temporal da componente u da velocidade no centro da
cavidade, detalhada no Gréfico 9, é possivel visualizar que para este caso, a
estabilidade da variavel ocorre apds os 25 segundos, indicando que o escoamento
precisa de mais tempo para entrar em regime permanente, quando comparado as

simulagdes anteriores.

5.1.4 Célculos para Re = 3200
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Para a simulacdo com numero de Reynolds de 3200, foram realizadas as
mesmas analises das anteriores, porém, neste caso, sera apresentada uma
sequéncia de imagens, que correspondem ao processo transiente do escoamento
na cavidade, em diferentes instantes de tempo. Os Gréaficos 10 e 11, mostram o
comparativo das componentes u e v da velocidade que passam pelas linhas centrais
da cavidade, entre os resultados obtidos no presente codigo, com os dados
coletados na literatura. As Figuras 21, 22 e 23 ilustram o comportamento do
escoamento na cavidade no instante de tempo indicado, obtidos através da solugéo

numerica utilizando o cadigo criado.

Grafico 10 — Comparacdo componente u da velocidade para Re = 3200
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Fonte: Do autor (2018).

Gréfico 11 — Comparagdo componente v da velocidade para Re = 3200
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Figura 22 — Linhas de corrente em diferentes instantes de tempo para Re = 3200

10 : 1R~

t=32s

Fonte: Do autor (2018)

E possivel concluir, analisando os Graficos 10 e 11, que o codigo apresenta
resultados bem proximos dos utilizados como comparacao, mostrando que, para o
Reynolds utilizado, com um certo refinamento na malha (200x200), o algoritmo
criado € bastante preciso. Além disto, as Figuras 21 e 22 permitem analisar
detalhadamente como se comporta o escoamento no decorrer do tempo, sendo que

€ possivel destacar algumas situacoes.

Entre estas, observa-se que o vortice maior, tem seu inicio no canto direito
superior da cavidade, logo ap6s o fluido escoar pelo topo desta. Com o passar do
tempo, este vértice aumenta de tamanho e se desloca para o centro da cavidade. E
possivel observar também que o vortice no canto direito inferior, comeca a ser
formado em aproximadamente 8 segundos de escoamento, e vai aumentando de

tamanho gradativamente. O terceiro vértice é formado a partir de aproximadamente
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16 segundos de escoamento, enquanto que um quarto vortice € formado em
aproximadamente 24 segundos de escoamento, sendo que este € o Ultimo vértice
formado no interior da cavidade. Por fim, o escoamento comeca a se estabilizar, ou
seja, a entrar em regime permanente, a partir de aproximadamente 50 segundos,
nao sofrendo variacdes significativas, conforme ilustrado na Figura 22, quando o

tempo tende ao infinito.

Comparando com os casos anteriores, analisando o escoamento quando este
entra em regime permanente, o vortice maior estd mais proximo do centro da
cavidade, além disto, os dois vortices na parte inferior da cavidade, que apareceram
com Reynolds menores, continuam localizados na mesma regido, porém com
tamanhos maiores. Por fim, o Ultimo e menor vortice, localizado na parte superior

esquerda da cavidade, ndo havia aparecido nos Reynolds mais baixos.

5.2 Escoamento entre placas planas paralelas

O segundo problema explorado é do escoamento entre placas planas e
paralelas, este problema explora de modo bem mais dominante o termo convectivo
da Equacdo (59), enquanto que poucos sdo os efeitos difusivos. Além disso, este
problema possui uma solucdo analitica bem definida, de acordo com a Equacao 87,
tirada de Fox et al. (2010), o que permite realizar uma comparacao entre 0s
resultados obtidos no cédigo criado, com os resultados analiticos do mesmo
problema, servindo como teste de verificagcdo para novos métodos numéricos e

algoritmos, assim como o problema da cavidade, abordado no tépico anterior.

o= (5 - 6)) @

Onde a é a distancia entre as placas paralelas, u € a componente u da
velocidade, uo € a componente u da velocidade na entrada, y € a viscosidade do
fluido e y € a altura em que esta sendo analisada a componente u da velocidade.

A configuracao desta situacdo esta disposta na Figura 23.
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Figura 23 — Escoamento entre placas paralelas
3

Fonte: Adaptado pelo autor com base em Brunetti (2008, p. 314).

Para o teste realizado no presente trabalho, a distancia (h) entre as placas
atribuida foi de 0.1 metros, enquanto que o comprimento das placas € de 1,5 metros,
o que permite o fluido se desenvolver completamente no escoamento, quando
pequenos numeros de Reynolds sdo utilizados. Foram realizados dois testes com
nameros de Reynolds distintos, sendo que para o primeiro caso, 0 Re é de 50,
enquanto que para o segundo caso, 0 Re é de 100. A variacdo do Reynolds foi
realizada alterando a velocidade de entrada do fluido, sendo que no caso de Re =
50, a velocidade de entrada é de 5 m/s, enquanto que no caso de Re = 100, a
velocidade é de 10 m/s. O At para este problema foi de 0,1 segundos. Por fim, com o
objetivo de garantir que a massa seja conservada na saida do dominio, uma

condicao de contorno especial de saida foi utilizada.

A malha utilizada para os dois casos foi de 50 x 300, uma vez que 0
comprimento do dominio é muito maior que sua altura. A Figura 24 representa a
malha utilizada para simulacdo do problema, nos primeiros 40 centimetros de

comprimento do dominio.

Figura 24 — Malha 50 x 300

>0.05

Fonte: Do autor (2018).
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5.2.1 Célculos para Re = 50

Na simulacdo com numero de Reynolds igual a 50, o perfil parabdlico da
componente u da velocidade, apdés o0 escoamento estar completamente
desenvolvido, foi comparado com o perfil obtido através da solugdo analitica para
esta mesma situacédo, utilizando a Equacédo 87, sendo que o Gréafico 12 mostra o
comparativo entre a solugcdo numerica e analitica. A Figura 25 apresenta o campo da
componente u da velocidade, ap6s 0 escoamento entrar em regime permanente,
sendo que a ilustracdo se refere aos primeiros 0,4 metros da placa, pois € nesta
regido que o0 escoamento apresenta um perfil de velocidade completamente
desenvolvido. Por fim, o Grafico 13 mostra a evolucdo temporal da componente u da

velocidade, no centro do dominio.

Gréfico 12 — Comparacgdo analitico x numérico para Re = 50

01 @

O Numérico

Analitico

o
[e]
[+5]

0,06

0,04

Distancia entre placas(m)

o
(=]
%]

Componente u da velocidade (m/s)

Fonte: Do autor (2018).

Figura 25 — Campo da componente u da velocidade até 0,4 metros para Re = 50
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Grafico 13 — Evolucao temporal da componente u da velocidade para Re = 50
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Fonte: Do autor (2018).

Observando o Grafico 12, é possivel comparar os perfis obtidos pelo cédigo
numeérico criado e pela solucéo analitica, sendo que os valores estdo muito préximos
para os dois métodos, garantindo a acuracia do cédigo neste problema e com este
namero de Reynolds. Além disso, avaliando o campo de velocidade da Figura 25,
apdés o0 escoamento entrar em regime permanente, percebe-se que este se
desenvolve completamente em torno do ponto de 0,2 metros de comprimento das
placas, sendo que, a partir deste ponto, o perfil de velocidade ndo varia mais até a
saida do dominio. Por fim, é possivel observar através do Grafico 13, que a
componente u da velocidade no centro do dominio, se estabiliza em um valor a partir
de aproximadamente 0,2 segundos, indicando que o escoamento entra em regime
permanente em pouquissimo tempo, o que é esperado, uma vez que nao se tem
efeitos difusivos e que a componente v da velocidade permanece quase inalterada

em todo o escoamento.

5.2.2 Célculos para Re = 100

Para o teste com Reynolds igual a 100, foram realizadas as mesmas analises
gue o teste anterior, sendo que o perfil da componente u da velocidade obtido pelo
cadigo, foi comparado com o da solugéo analitica, obtido pela Equacéo 87, e que &

exposto pelo Grafico 14. A Figura 26 apresenta o campo da componente u da
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velocidade, obtido apds o0 escoamento entrar em regime permanente, sendo que a
ilustracdo se refere aos primeiros 0,8 metros da placa, ja que € nesta regido que o
escoamento apresenta um perfil de velocidade completamente desenvolvido. O
Gréfico 15 representa a evolucdo temporal da componente u da velocidade no

centro do dominio.

Grafico 14 — Comparacéao analitico x numeérico para Re = 100
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Fonte: Do autor (2018).

Figura 26 — Campo da componente u da velocidade até 0,8 metros para Re = 100
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Grafico 15 — Evolucao temporal da componente u da velocidade para Re = 100
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Fonte: Do autor (2018).

Através do Gréfico 14, é possivel comparar os resultados obtidos pelo cédigo
numeérico e pela solugdo analitica, utilizando a Equacao 87, da mesma maneira que
no caso anterior. Novamente, os resultados obtidos no presente trabalho estdo de
acordo com a solucédo analitica, validando o algoritmo para o problema e o nimero
de Reynolds utilizado. Ademais, analisando a Figura 26, que ilustra o escoamento
em regime permanente, é possivel destacar que este apresenta um carater
completamente desenvolvido em torno de 0,4 metros ap6s a entrada no dominio, ou
seja, o perfil de velocidade apresenta a mesma caracteristica até o fim do dominio,
partindo deste ponto. Comparando com o caso anterior, com Re = 50, o completo
desenvolvimento ocorreu com aproximadamente o dobro de distancia, ja que
anteriormente este comportamento p6de ser observado proximo dos 0,2 metros.
Esta caracteristica estd de acordo, uma vez que quanto maior o numero de
Reynolds, maior vai ser a distancia necessaria para o fenémeno atingir o completo

desenvolvimento.

Por fim, observando o Grafico 15, a evolugdo temporal da componente u da
velocidade no centro do dominio tem um comportamento muito parecido com o do
caso anterior, sendo que a variavel se estabiliza quase no mesmo ponto, em torno
de 0,2 segundos de escoamento, uma possibilidade de explicar isto, € que, como a
velocidade de entrada é maior neste caso, o fluido chegara a este ponto mais rapido
que para o Re = 50, sendo assim, mesmo variando o numero de Reynolds, o

escoamento comeca a entrar em regime permanente em instantes parecidos. Além
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disso, a variacdo do numero de Reynolds entre os dois casos foi baixa, podendo ser
um dos fatores para a semelhanca entre os dois modelos. Por fim, o At de 0,1
segundos também pode influenciar na analise transiente, ja que é um intervalo de

tempo relativamente longo para este tipo de estudo.

5.3 Escoamento sobre degrau

O terceiro caso explorado € o de escoamento sobre um degrau, que conforme
Fortuna (2012), € muito utilizado para analisar métodos numeéricos utilizados na
solucédo das equacdes de Navier-Stokes. A configuracdo do problema em questéo
estd ilustrada na Figura 27, sendo que o dominio computacional possui trés regides
de destaque, a entrada, na qual o fluido escoa com velocidade uo, um degrau, que
gera uma regido de recirculagdo, e a saida do escoamento, onde, devido a diferenca

de altura em relacdo a entrada, o escoamento deve desacelerar.

Figura 27 — Escoamento sobre degrau

Entrada | T A Saida
Uy ——» V) 1 ‘

Fonte: Fortuna (2012, p. 365).

Para as simulacdes realizadas no presente trabalho, o comprimento G do
canal é de 1 metro, o comprimento g € de G/3, ou seja, 0,33 metros, a altura de
saida H é de 0,1 metros, enquanto que a de entrada h é H/2, ou seja, 0,05 metros.
Os numeros de Reynolds utilizados para os testes foram de 200, 300, 400 e 500,
sendo que as variacdes nestes, ocorreram por meio da alteracédo da viscosidade do
fluido. Estes valores foram adotados para que o escoamento se desenvolva
adequadamente no canal de entrada e que o vortice ndo seja influenciado devido a

proximidade entre o canal de saida e o degrau. Para este caso, foi adotado um At de
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0,2 segundos, pois a analise foi realizada apds o escoamento entrar em regime

permanente, ndo importando sua evolucao temporal.

Sendo assim, a malha utilizada para todos os casos foi de 50 x 300, uma vez
que o comprimento do dominio é muito maior que sua altura. A Figura 28 representa
a malha utilizada para simulacdo do problema, nos primeiros 25 centimetros de

comprimento do dominio.

Figura 28 — Malha 50 x 300
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Fonte: Do autor (2018).

A Figura 29 ilustra os campos da componente u da velocidade, para os
escoamentos com os Reynolds de 200 (a), 300 (b), 400 (c) e 500 (d),
respectivamente. Enquanto que a Figura 30 ilustra as linhas de corrente para os

mesmos escoamentos.



Figura 29 — Campos de velocidade para Re = (a) 200, (b) 300, (c) 400, (d) 500
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Figura 30 — Linhas de corrente para Re = (a) 200, (b) 300, (c) 400, (d) 500
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Observando a Figura 29, é possivel destacar que o escoamento tende a se

desenvolver completamente na entrada, e que, apds encontrar o degrau, comecga a

alterar o perfil, sendo que na saida, o escoamento tende a se desenvolver

completamente novamente, para todos os numeros de Reynolds. Devido ao

pequeno dominio considerado, as caracteristicas citadas acima podem ser

observadas de forma clara somente para o Re = 200, enquanto que nos outros trés

casos, 0 espaco utilizado néo € suficiente para ocorrer o completo desenvolvimento

do escoamento, tanto na entrada, quanto na saida. Ainda, se o dominio fosse

grande o bastante, os perfis de velocidade no canal de entrada e de saida, apds o

completo desenvolvimento, seriam iguais para 0s 4 casos, ja que a velocidade néo
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foi alterada para variar o numero de Reynolds, e sim a viscosidade do fluido. Além
disto, a mesma caracteristica que no caso do escoamento entre placas paralelas é
observada, os escoamentos com maior nimero de Reynolds precisam de mais
espaco para se desenvolver completamente. Por fim, observa-se que a velocidade
diminui apés o escoamento passar pelo degrau, isto se deve a expansao no canal,
sendo que a velocidade maxima sempre se localiza na regido central do perfil,
analisado em determinado ponto x de comprimento, conforme o fluido avanga pelo

dominio.

Em relacdo a Figura 30, é possivel verificar que o vortice criado devido as
diferencas de pressdes logo apos o degrau, fica maior conforme aumenta o nimero
de Reynolds, sendo que, para Re = 200, o vortice ocupa aproximadamente 0,2
metros de comprimento do dominio, enquanto que para Re = 500, este ocupa
aproximadamente 0,4 metros do dominio. Por fim, observa-se que um novo vértice
foi gerado com o Reynolds de 500, proximo ao canto superior direito do canal de
saida, conforme Figura 30 (d), ainda que este ocupe uma pequena regidao do
espaco. Isto indica uma tendéncia de que, quanto maior o niumero de Reynolds,

mais vortices poderéo ser observados.
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6 CONCLUSOES

No presente trabalho, foi desenvolvido um algoritmo numérico para solucao
das equacdes de Navier-Stokes bidimensionais, em regime transiente, sem trocas
térmicas, com caracteristicas incompressiveis, de viscosidade constante, e para
baixos numeros de Reynolds, através de um método numeérico, permitindo a analise
diferencial de problemas envolvendo a dinamica dos fluidos. Para discretizacdo das
equacdes, foi utilizado o método dos volumes finitos, sendo que o algoritmo foi

desenvolvido em linguagem FORTRAN 90.

Com o objetivo de verificar o codigo criado, foram realizadas andalises em
casos testes que envolviam os termos difusivos e convectivos das equacfes
governantes, sendo que estes problemas ja foram bastante explorados na literatura,
permitindo assim a comparagdo entre os resultados obtidos no algoritmo criado
neste trabalho, com os encontrados pelos outros autores, seja de forma analitica ou
numeérica. As comparacfes realizadas para os Reynolds testados se mostraram

bastante satisfatorias, demonstrando a acuracia do cédigo.

Sendo assim, o algoritmo desenvolvido no presente trabalho, desde que
sejam respeitadas as delimitacbes impostas no Capitulo 1, pode ser aplicado a
qualquer problema da dinamica dos fluidos, basta alterar as condicbes de contorno,

e se preciso, adicionar condi¢des auxiliares.

O cbdigo foi capaz de representar muito bem os voértices criados nos

escoamentos em que estes eram envolvidos, bem como apresentar algumas
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caracteristicas destes, como por exemplo, o0 aumento de seu tamanho conforme o
numero de Reynolds aumenta, ou ainda, 0 aumento do numero de vortices conforme
o numero de Reynolds aumenta. O codigo também representou muito bem o espaco
necessario para um escoamento interno atingir o completo desenvolvimento, sendo
gue guanto maior o numero de Reynolds, maior foi 0 espaco necessario, ilustrando

de forma coerente o comportamento esperado.

O algoritmo ndo tem um limite exato de Reynolds em que este representara
de forma precisa os escoamentos estudados, porém, devido as limitacdes do
método de interpolacdo utilizado, bem como ao tipo de malha, o cdodigo
provavelmente apresentara problemas para tratar de fenbmenos envolvendo
nameros de Reynolds que ultrapassam o regime transitorio, principalmente quando o
termo convectivo das equacdes € muito mais dominante que o difusivo. Além disto,
devido as limitacbes citadas acima, o tratamento de escoamentos envolvendo
geometrias complexas também pode ser um problema, caso ndo seja realizado um
refinamento de malha adequado. Sendo assim, € sugerido, como para todo o
problema resolvido por métodos numéricos, que os resultados obtidos no cdédigo
sejam comparados com problemas semelhantes, porém simplificados, e que devido
a estas simplificacfes, permitam a obtencdo de uma solugcédo analitica, ou ainda de

um estudo experimental, quando aplicado.

Por fim, sdo sugeridos alguns tépicos para a continuacdo deste estudo em
trabalhos futuros. Como por exemplo, alterar o tipo de malha e arranjo utilizado
neste trabalho, passando de estruturada para malhas ndo estruturadas e de arranjo
desencontrado para co-localizado, permitindo assim analisar de forma mais eficaz,
problemas geometricamente mais complexos. Além disto, sugere-se utilizar outro
método de interpolacdo das variaveis, como o método SWUDS, ja que este é
especifico para fenébmenos 2D e 3D, evitando problemas encontrados em métodos
como o das diferencas centrais, permitindo o tratamento de fenbmenos com maiores
nameros de Reynolds. Diversos outros estudos podem ser feitos, como analisar o
tempo de simulacdo utilizando outros métodos para tratar do problema de
acoplamento presséao-velocidade, ou ainda, complementar o cédigo, diminuindo as
limitagOes deste em relacdo as propriedades reais dos fluidos, como por exemplo,
trabalhar com dominios tridimensionais, fluidos que envolvem trocas térmicas, entre

outros.
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