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RESUMO

As equacOes de Navier-Stokes sédo Equacdes Diferenciais Parciais que descrevem o
comportamento de diversos fluidos, sendo aplicadas em varios campos de estudo.
Devido a sua complexidade, poucas situagdes possuem solucao analitica, o que faz
necessario a aplicagdo de outros meétodos para obter solucdes aproximadas e
coerentes com a realidade. Uma dessas solugbes é a dinamica dos fluidos
computacional, na qual sdo aplicados métodos numéricos para a simulacao
computacional de escoamentos. No presente estudo, buscou-se desenvolver um
codigo numérico utilizando o método dos volumes finitos para simular o escoamento
de fluidos incompressiveis em escoamento bidimensional para baixos nameros de
Reynolds. O cddigo foi desenvolvido utilizando uma malha desencontrada, e
empregou-se o0 método PRIME para o problema do acoplamento pressao-velocidade
e, para validacao dos resultados, foi analisado o problema do escoamento em uma
cavidade com tampa mével utilizando diferentes nimeros de Reynolds. As simulagdes
foram feitas, inicialmente, em uma malha de 129 x 129 volumes de controle, e 0s
resultados dos perfis de velocidade para niumeros de Reynolds de 100 e 400 se
mostraram proximos aos da literatura. Para os numeros de Reynolds de 1000 e 3200,
a simulacdo com malha de 129 x 129 apresentaram diferencas elevadas para as
velocidades maximas e minimas em relacdo aos dados obtidos na literatura. Por isso,
foram realizadas novas simulacbes em uma malha da 200 x 200, com as quais foi
possivel verificar uma melhora significativa nos resultados, sendo que a maxima
variacdo entre os dados obtidos nas simulacdes e os dados obtidos na literatura
passou de 26% para 16/8%. Além disso, foi realizada a comparacao das linhas de
corrente geradas pelo cédigo numérico com as disponiveis na literatura, que se
mostraram coerentes. Dessa forma, verificou-se que o codigo implementado possui
boa precisdo numérica e grafica, fatores importantes para a analise de dados.

Palavras-chave: Dinamica dos Fluidos Computacional. Método dos Volumes Finitos.
Equacdes de Navier-Stokes. Python.
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1 INTRODUCAO

O estudo do comportamento e movimento dos fluidos e como eles interagem
com o ambiente sempre despertou a curiosidade do ser humano, que, como nas
demais areas da ciéncia, buscou maneiras de expressar matematicamente suas
observacoes e as leis fundamentais que os descrevem.

Dentre tais leis encontram-se as equacOes de Navier-Stokes, equacoes
parciais de segundo grau que descrevem o movimento de Fluidos Newtonianos e
incompressiveis. No cotidiano de um engenheiro elas possuem diversas aplicacoes,
pois podem ser utilizadas para prever o comportamento de fluidos em diversas
situacbes, como no escoamento em tubulaces, desenvolvimento de aeronaves,
dentre outras. Porém, conforme Fortuna (2012), por se tratarem de equacdes
diferenciais parciais - EDPs, elas possuem solucdes analiticas somente para poucas
situacOes, consideradas simples, devido a sua elevada complexidade.

Devido ao seu alto grau de complexidade, faz-se necesséria a aplicacdo de
outras técnicas para se obter aproximacdes adequadas aos problemas modelados.
Uma dessas alternativas é a aplicacdo de métodos numéricos juntamente com
ferramentas computacionais para se obter solu¢cdes numeéricas para as equacdes de
Navier-Stokes e demais equacdes relacionadas e, assim, construir simulacdes e
obter-se dados de interesse, tais como campos de velocidade, pressao e distribuicdo
de temperaturas, para auxiliar na tomada de decisdes. A essa area de estudos deu-

se 0 nome de Dinamica dos Fluidos Computacional (FORTUNA, 2012).
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Nesse sentido, com a presente monografia busca-se o desenvolvimento de um
coédigo numérico para a simulacdo do escoamento de fluidos incompressiveis e
Newtonianos, por meio da aplicacdo de técnicas numéricas para discretizacdo das
equacoes de Navier-Stokes a fim de se aprofundar os conhecimentos sobre as etapas
metodoldgicas para tal.

1.1 Tema

Desenvolvimento de um codigo numérico, por meio da linguagem Python, para
a simulacédo do escoamento de fluidos incompressiveis em situa¢des bidimensionais

para baixos numeros de Reynolds.

1.2 Problema de pesquisa

Existem diversos softwares comercias utilizados durante a etapa de
desenvolvimento de projetos para a simulacdo do comportamento de fluidos e de
como estes agem sobre outros corpos. Dessa forma, busca-se entender o
funcionamento por detras desses softwares, especificamente a metodologia
matematica aplicada para simulacdo dos fenémenos fisicos envolvendo a fluido

dinamica.

1.3 Objetivo geral

O objetivo desta pesquisa € a modelagem e solugdo numérica das equacdes
gue governam o escoamento bidimensional de fluidos e a criacdo de um cédigo com

a linguagem Python para simulacéo e visualizacdo desses fendmenos.

1.4 Objetivos especificos

Os objetivos especificos sao:

a) modelagem das equacdes de escoamento de fluidos incompressiveis;
b) discretizacdo das equacdes através de um método numérico;
c) implementacdo de um cdédigo utilizando a linguagem Python para a solucao

das equacgoes;
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d) verificagdo do cdodigo por meio da solugdo de problemas encontrados na

literatura.

1.5 Justificativa

As simulagdes computacionais sdo utilizadas em diversas areas, dentre elas a
mecanica dos fluidos, para simular e prever o comportamento de sistemas e situacoes
complexas. Na mecanica dos fluidos, elas podem ser aplicadas em véarias situacdes
gue envolvem a interacao de fluidos e outros objetos e, assim, prever o valor de alguns
parametros de interesse, como 0 campo de pressdes, temperaturas e a velocidade do
escoamento.

De acordo com Moukalled, Mangani e Darwish (2016), a dinamica dos fluidos
computacional € uma ferramenta altamente utilizada em diversos ramos da industria,
como a automotiva e na de geracéo de energia, bem como na industria de eletrénicos,
na qual pode ser utilizada para implementar sistemas de energia ou melhorar a
transferéncia de calor em equipamentos eletronicos. Ainda, segundo os autores, ela
se tornou uma ferramenta muito importante na area biomédica, na qual é utilizada
para o desenvolvimento e validacéo de aplicacdes médicas.

Ha, atualmente, diversos softwares comerciais empregados para a realizacao
dessas simulacdes. Porém, por se tratarem de programas pagos, hao € possivel
consultar o coédigo numérico empregado por eles. Além disso, inUmeras vezes,
surgem situacdes especificas nas quais é preciso realizar a alteracdo de parametros
e implementacédo de outras consideracdes, que ndo sdo possiveis em tais programas,
sendo necessaria a implementacéo de algoritmos especificos.

Tendo em vista tais fatos, surge o interesse pela area, buscando conhecer
guais métodos matematicos sdo utilizados para a criacdo desses modelos e como
eles sdo transformados em simulacdes computacionais. Além da vontade de
implementar um codigo préprio para o desenvolvimento de habilidades e técnicas

utilizadas na area de interesse da pesquisa.

1.6 Estrutura do trabalho

A monografia esta dividida em cinco capitulos.
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No primeiro capitulo, realiza-se uma breve descri¢cdo sobre o tema e objetivos
do trabalho, bem como sobre a importancia e aplicagbes da dinadmica dos fluidos
computacional.

No segundo capitulo, aborda-se a revisdo bibliografica, na qual sao
apresentadas informacgfes pertinentes ao assunto do trabalho, como os principais
conceitos utilizados na mecanica dos fluidos, as principais leis que governam o
escoamento de fluidos e uma revisdo sobre os métodos numéricos e sua aplicacao
na dindmica dos fluidos computacional.

No terceiro capitulo, apresenta-se a classificacdo da proposta do trabalho, bem
como uma descri¢cdo das etapas metodoldgicas seguidas para a discretizacdo das
equacdes e implementacao do cédigo numérico.

No quarto capitulo, é realizada a analise dos resultados obtidos com as
simulacdes e a comparacao destes com dados disponiveis na literatura. Por fim, no
quinto capitulo sdo apresentadas as conclusdes, bem como sugestdes para trabalhos

futuros.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Conceitos fundamentais da mecanica dos fluidos

A mecanica dos fluidos, conforme Fox, Pritchard e McDonald (2014, texto
digital) “é o estudo dos fluidos em repouso ou em movimento”. Essa definigdo, que
parece muito simples, resume um amplo campo de estudos e aplicacbes. Na
realidade, a mecanica dos fluidos pode ser utilizada para descrever diversas situacoes
presentes no dia a dia, como o0 processo de respiracdo, o movimento dos rios e
oceanos, o bater de asas de um passaro e o voo de um avido, bem como o sangue

circulando pelo corpo humano.

2.1.1 Definicéo de fluido

Mas o que especificamente é um fluido? E preciso ter uma definicdo precisa
antes que se possa fazer qualquer afirmacdo sobre as leis que governam tais
substancias.

Muitos autores definem os fluidos como um estado da matéria diferente do
estado sdlido, classificacdo na qual encontram-se tanto liquidos quanto gases. Pode-
se caracteriza-los pela sua reacéo a aplicacdo de uma tenséo tangencial, com a qual,
diferentemente dos sélidos, eles irdo se deformar de forma continua até que a tenséo
cesse (DAUGHERTY; FRANZINI, 1965; FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2014;
RIEUTOURD, 2015). Além disso, os autores também comentam sobre outras
caracteristicas dessas substancias, como a capacidade de, ao serem colocadas em

algum recipiente, se deformarem e assumirem o seu formato.
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Conforme colocado por Albertson, Barton e Simons (1966), a estrutura atdmica
dos sélidos e dos fluidos é diferente. Nos sdlidos, a estrutura molecular é rigida e
tende a resistir a forcas aplicadas sobre ela, diferentemente dos fluidos, que
apresentam uma estrutura molecular mais flexivel, na qual os 4&tomos e moléculas
conseguem se mover pelo espago em que se encontram.

Os fluidos apresentam uma propriedade caracteristica conhecida como
viscosidade (u). Ela representa uma resisténcia ao movimento entre duas camadas
de fluido sobressalentes, ou ainda, a resisténcia a uma forga de cisalhamento
(DAUGHERTY; FRANZINI, 1965). Na Figura 1, é representado um elemento de fluido
entre duas placas planas. Se for aplicada uma forga constante na placa superior, €
possivel observar que o elemento de fluido ira se deformar constantemente até a forca

deixar de ser aplicada.

Figura 1 — Deformacéo em fluidos
Tempo

F F F

[T 7V

Fonte: Fox, Pritchard e McDonald (2014, texto digital).

A viscosidade esta diretamente relacionada com essa deformacdo. Dessa
forma, um fluido com alta viscosidade apresentard uma taxa de deformacédo menor do
gue a de um fluido com baixa viscosidade. De acordo com Potter, Wiggert e Ramadan
(2012), a viscosidade faz com que as camadas de fluidos figuem aderidas as
superficies que estdo em contato, fazendo com que essas camadas desenvolvam as
mesmas velocidades que as superficies. Essa condi¢cdo é conhecida como “Condicao

de N&o Deslizamento”.
2.1.2 O meio continuo
Imaginando uma quantidade de fluido dentro de um recipiente, pode-se

considerar que suas caracteristicas, como a massa especifica, sdo homogéneas em

gualquer ponto escolhido aleatoriamente, num mesmo instante de tempo. Porém,
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guando a distancia de observacao € diminuida até ser possivel observar as moléculas
gue formam o fluido, percebe-se que suas propriedades podem apresentar grandes
variacdes de uma regido para a outra, devido a distribuicdo da matéria.

De acordo com Fox, Pritchard e McDonald (2014), no meio continuo, que é o
alicerce da mecanica dos fluidos, considera-se que as propriedades dos fluidos estédo
distribuidas continuamente, ou seja, considera-se as propriedades do ponto de vista
macroscopico. Para isso, segundo os autores, a hiptese do continuo é valida
enquanto as dimensdes caracteristicas do problema forem maiores que o caminho

médio livre das moléculas.
2.1.3 Campos vetoriais

A maioria das propriedades dos fluidos s@o grandezas vetoriais, que possuem
moédulo, direcédo e sentido. Além disso, elas podem variar de acordo com o ponto em
gue estdo sendo medidas e com o passar do tempo (RIEUTOURD, 2015). Por

exemplo, a velocidade do fluido em um ponto especifico pode ser representada pelo

vetor V, conforme demonstra a Equacéao 1.
V= V(x,y,zt) (1)

Caso a velocidade de cada componente também varie com o tempo, o vetor

velocidade pode ser representado pela Equacéo 2.

V= V(x@®),y(t)z(),t) ()

Conforme Rieutord (2015), esse tipo de observacdo das propriedades em
pontos do dominio, e ndo de particulas especificas, € conhecido como visao euleriana.
A utilizac&o de vetores introduz a no¢cdo de um campo vetorial, no qual a quantidade
vetorial em questdo pode assumir diferentes valores em diferentes pontos (FOX;
PRITCHARD; MCDONALD, 2014).

Ainda, segundo Fox, Pritchard e Mcdonald (2014), o escoamento pode ser
classificado em transiente ou permanente. No regime permanente, a propriedade

observada mantém-se constante no ponto escolhido para observagédo. Ja no regime
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transiente, a propriedade varia suas caracteristicas no ponto de observacdo com o

passar do tempo. O regime permanente pode ser expresso pela Equacéo 3:

o
5= 0 (3)

2.1.4 Propriedades dos fluidos

Na literatura especifica, diversos autores apresentam outras propriedades,
além da viscosidade, utilizadas para descrever os fluidos, e que sdo muito presentes
na mecanica dos fluidos (ALBERTSON; BARTON; SIMONS, 1966; DAUGHERTY;
FRANZINI, 1965; FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2014; POTTER; WIGGERT;
RAMADAN, 2012). Uma delas é a massa especifica, definida como sendo a
quantidade de matéria por unidade de volume (kg/m3), usualmente representada pela

letra p, conforme mostra a Equacgéo 4:
5
p= 4

Relacionado com a massa especifica, tem-se o peso especifico (EQUACAOQ 5),
definido como a forca peso exercida por uma unidade de volume, e que é
representado por y, em N/m3,

dmxg

Y= = P9 (5)

E muito comum encontrar uma relacdo entre a viscosidade absoluta (x) e a
massa especifica (p). Essa razdo € conhecida como viscosidade cinematica (v), &

representada pela Equacéo 6:
u
= — 6
v="t (6)

Na qual a viscosidade absoluta tem dimenséo de tensdo por segundo (Pa.s), a
massa especifica tem as dimensfes da Equacéao 4, e a viscosidade cinematica possui

dimensdes de comprimento ao quadrado pelo tempo (m?/s).
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Os fluidos apresentam também caracteristicas de compressibilidade e
elasticidade, que representam a mudanca sofrida pela massa especifica e pressao
em uma unidade de volume pela acdo de forgcas externas e séo representadas pelo
modulo de elasticidade E, com unidade de N/m?, conforme mostra a Equacéo 7:

E=p— (7)

Outras duas propriedades importantes sao a pressao e a temperatura do fluido.
A pressao pode ser entendida, na estatica dos fluidos, como sendo o peso de uma
coluna de fluido acima da regido considerada, ou como uma relagcéo entre uma forca

e um elemento de area. Ela € representada na Equacao 8 pela letra P,

p=% 8)

dA

cuja unidades sdo N/m? ou Pa.

E interessante definir a variagcdo da pressdo em um elemento de fluido na sua
forma vetorial. Essa variacdo é chamada de gradiente de presséo e esta relacionada
com as forcas de superficie e de campo que atuam sobre o elemento de fluido (FOX;
PRITCHARD; MCDONALD, 2014) e é representada na Equacéao 9.

|

— up — (+0P | JOP 0P
grad P = VP = (la+]£+k£)

Ak ©)

Q

NN
(la+]£+ k
2.1.5 Classificacdo do movimento dos fluidos

O escoamento de fluidos pode ser caracterizado pelo seu nimero de Reynolds,
gue representa uma razao entre as forcas inerciais e viscosas, conforme mostra a

Equacéo 10:
Re = pZ—L, (10)

na qual L representa o comprimento caracteristico. Dessa relagédo, observa-se que,

guando o numero de Reynolds for pequeno, sdo as forcas viscosas que possuem
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maior relevancia no escoamento, e conforme ele aumenta, elas deixam de ter tanta
influéncia (FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2014; PURCELL, 1977).

O movimento dos fluidos pode ser classificado de varias maneiras, conforme
mostra o diagrama na Figura 2. Nesta secdo, serdo abordadas cada uma das

classificacoes.

Figura 2 — Classificagdo do escoamento dos fluidos

Mecénica dos fluidos
dos meios continuos

N&o viscoso
u=0

Viscoso

Laminar Turbulento

Compressivel Incompressivel Interno Externo

Fonte: Fox, Pritchard e McDonald (2014, texto digital).

2.1.5.1 Escoamento nao viscoso

Conforme Daugherty e Franzini (1965) e Fox, Pritchard e McDonald (2014), o
escoamento ndo viscoso também pode ser chamado de escoamento inviscido ou
escoamento ideal, e ocorre quando os efeitos da viscosidade sdo desconsiderados,

ou seja, u = 0.

2.1.5.2 Escoamento viscoso

No escoamento viscoso, a viscosidade do fluido influencia no seu movimento e
também nas forcas experimentadas por objetos imersos nele. Cabe observar, ainda,
gue os fluidos viscosos podem ser divididos em duas categorias. A primeira é a dos

fluidos conhecidos como Newtonianos; para esses fluidos, a tensédo cisalhante é
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diretamente proporcional ao gradiente de velocidades (POTTER; WIGGERT,;
RAMADAN, 2012), conforme mostra a Equacédo 11

du
Txy = .ua (11)

na qual u € o componente da velocidade em relagdo ao eixo x. Exemplos de fluidos
Newtonianos sao a agua, gasolina, e a maioria dos liquidos.

A segunda categoria € a dos fluidos chamados de Nao Newtonianos. Conforme
Fox, Pritchard e McDonald (2014), para esses fluidos a taxa de deformacao néo é
diretamente proporcional a tensdo de cisalhamento, sendo necessérias outras
equacoes para descrever seu comportamento. A pasta de dentes € um exemplo de

fluido Nao Newtoniano.

2.1.5.3 Escoamento laminar e turbulento

O escoamento laminar caracteriza-se por camadas laminares de fluido
escoando adjacentes umas as outras, sem se misturar. JaA no escoamento turbulento,
as camadas de fluidos sofrem alteracdes e interagem umas com as outras, gerando
padrdes de movimento aleatérios, fazendo com que sua analise seja extremamente
complicada (FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2014). Na Figura 3 apresenta-se a

diferenca entre o escoamento laminar e turbulento para um campo de velocidades.

Figura 3 — Escoamento turbulento (a) x Escoamento laminar (b)

Vi) 4 V() 4

f

~Y

(a) (b)
Fonte: Potter, Wiggert e Ramadan (2012, pg. 103).

A classificagdo do escoamento como laminar ou turbulento estéa diretamente

relacionada com o niumero de Reynolds, uma vez que ele representa a relagéo entre
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as forgas viscosas, que atuam quando a velocidade do fluido é baixa, e as forcas de
inércia, que predominam quando a velocidade de escoamento é alta.

Dessa forma, escoamentos laminares apresentardo numeros de Reynolds
relativamente baixos e escoamentos turbulentos apresentardo nimeros de Reynolds

altos.

2.1.5.4 Escoamento compressivel e incompressivel

Conforme Potter, Wiggert e Ramadan (2012), os fluidos sé&o classificados como
incompressiveis quando sua densidade permanece constante durante o escoamento
ou quando sua variacdo € muito pequena e ndo influencia nele. A maioria dos liquidos
e alguns gases podem ser tratados como incompressiveis.

Ainda, segundo os autores, fluidos que apresentam variagdo da massa
especifica durante o escoamento, de tal maneira que influencie no escoamento, séo
denominados compressiveis. Gases escoando em turbinas de avides e outras
aeronaves de alta velocidade se enquadram nessa categoria.

Uma maneira de determinar se 0 escoamento de um gas € compressivel ou
incompressivel € o namero de Mach, que € uma relacéo entre a velocidade do fluido
e a velocidade da onda sonora, conforme mostra a Equacéo 12:

M= % (12)

Assim, se M < 0,3, o escoamento pode ser considerado incompressivel.
2.1.5.5 Escoamento interno e externo

Existem duas formas de escoamento de fluidos: aquelas em que ele escoa
dentro de tubulacfes ou outras superficies, como é o caso da maioria das aplicacdes
industriais, que podem ser classificados como escoamentos internos (FOX;
PRITCHARD; MCDONALD, 2014); ou quando o fluido escoa livremente sobre uma
regido, ndo estando confinado; sendo classificado, conforme os autores, como

escoamento externo.
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Cada um dos dois tipos de escoamento apresenta caracteristicas distintas e
podem, ainda, ser divididos nas classificagbes anteriores. Além disso, ambos
apresentam numeros de Reynolds caracteristicos.

2.1.5.6 Escoamento uni, bi e tridimensional

Outra classificacdo frequente dos fluidos é quanto a quantidade de
coordenadas necessarias para descrever o escoamento e a variagdo da velocidade.
Os escoamentos reais sdo tridimensionais, porém eles apresentam resolucdes
complexas e muito dificeis, sendo necessario utilizar simplificacdes, aplicando
técnicas e consideracfes fisicas para eliminar uma das coordenadas, obtendo-se
assim, o escoamento bidimensional (ALBERTSON; BARTON; SIMONS, 1966).

De acordo com Albertson, Barton e Simons (1966), escoamentos mais simples
podem ser aproximados por escoamentos unidimensionais, nos quais as velocidades
e aceleracdes sO variem em uma dimensao. Além disso, pode-se aplicar para tais
escoamentos a ideia de escoamento uniforme (FIGURA 4), na qual é utilizada uma
média dos valores caracteristicos, como a velocidade, para descrever o escoamento,
simplificando em muito a sua analise (ALBERTSON; BARTON; SIMONS, 1966; FOX;
PRITCHARD; MCDONALD, 2014).

Figura 4 — Escoamento uniforme em uma tubulacéo

— v,
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Fonte: Potter, Wiggert e Ramadan (2012, pg. 101).

Na Figura 5 é apresentado o exemplo do campo de velocidades para um
escoamento através de um cano, no qual inicialmente havia um campo
unidimensional, visto na regido esquerda. Devido variacao no diametro da tubulacao,
surge um escoamento bidimensional, pois a velocidade passa a variar com o raio e

com a direcao x.
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Figura 5 — Escoamento uni e bidimensional
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Fonte: Fox, Pritchard e McDonald (2014, texto digital).

2.1.6 Visualizagédo do escoamento: observando o padrdo de movimento do
fluido

Quando se trabalha fluidos escoando em tubula¢gdes ou sobre superficies de
objetos, € interessante a visualizacdo do comportamento do fluido, para observar
caracteristicas do escoamento, como a velocidade, e outras informacdes.

Leonardo Da Vinci, por exemplo, famoso por suas descobertas e por sua
genialidade, ja fazia uso de representacdes visuais do escoamento de fluidos em seus
trabalhos de pesquisa (GARHIB; KREMERS; KOOCHESFAHANI; KEMP, 2002).
Ainda, conforme os mesmos autores, em seus estudos sobre o corpo humano, em
especial o bombeamento de sangue pelo coracdo, Da Vinci utilizou linhas de corrente
para representar a movimentacdo do sangue e a formacdo de vortices em suas
ilustracbes. Na Figura 6, pode-se observar uma de suas ilustracdes em comparacao
com uma modelagem computacional da mesma regido do coragcdo, 0 que mostra

como ele era preciso em seus trabalhos.
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Figura 6 — representagcéo do escoamento de sangue no coracao feita
por Da Vinci x Simulagédo computacional
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Fonte: Garhib, Kremers, Koochesfahani e Kemp (2002, pg. 220).

Algumas formas de visualizacdo de escoamentos, apresentadas por diversos

autores, serdo brevemente comentadas a sequir.

2.1.6.1 Linhas de corrente

As linhas de corrente (FIGURA 7) sdo definidas como linhas tracadas tangente
ao vetor velocidade das particulas em um mesmo instante de tempo (DAUGHERTY;
FRANZINI, 1965) e podem ser utilizadas para observar como se da o escoamento do
fluido em diferentes pontos da regido observada (CENGEL; CIMBALA, 2007).
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Figura 7 — Representacao das linhas
de corrente

Y
Fonte: White (2018, pg. 40).
Conforme White (2018), as linhas de corrente sdo um dos meios mais utilizados

para observar o comportamento dos fluidos, e a relacdo matematica que as descreve

€ apresentada na Equacao 13:
= —= = = — (13)

na qual dr é um elemento de comprimento de arco de uma linha de correntee V é o

vetor velocidade tangencial a ela.
2.1.6.2 Linhas de emisséao

De acordo com Cengel e Cimbala (2007), Fox, Pritchard e McDonald (2014),
entre outros autores, as linhas de emissao sédo formadas quando conectamos todas
as particulas que passaram em um determinado ponto. Experimentalmente, pode-se
inserir tinta ou fumaca em um determinado ponto do escoamento continuamente, e
assim observar o seu desenvolvimento. Ainda, conforme os autores, as linhas de
emissao e de corrente séo idénticas para escoamentos laminares e permanentes.

Na Figura 8, observa-se um escoamento em regime permanente, no qual
utilizou-se fumaca para marcar a trajetéria das particulas que passavam em
determinados pontos. As linhas brancas representam as linhas de emisséo obtidas e

0 comportamento do fluido em um determinado instante de tempo.
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Figura 8 — Padréo de linhas de emissao
em torno de um objeto

Fonte: White (2018, pg. 42).

2.1.6.3 Graficos vetoriais

Cengel e Cimbala (2015, pg.149) definem os graficos vetoriais como “uma
matriz de setas que indicam o modulo e a diregcdo de uma propriedade vetorial em
determinado instante de tempo”. Na modelagem computacional, esse tipo de grafico
€ muito util e permite visualizar o comportamento de diversos campos, como o de
velocidade e pressao, e identificar padrées, como a ocorréncia de vorticidades e
recirculacéo de fluido.

Na Figura 9, é apresentado um exemplo de grafico vetorial do comportamento

da velocidade de um escoamento ao redor de um objeto cubico.
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Figura 9 — Gréfico vetorial da velocidade de
um escoamento
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Fonte: Cengel e Cimbala (2015, pg. 159).
2.1.6.4 Graficos de contorno

Por definicado, “o grafico de contorno mostra as curvas de valor constante de
uma propriedade escalar (ou modulo de uma propriedade vetorial) em determinado
instante” (CENGEL; CIMBALA, 2007, pg. 119). Ou seja, eles sao linhas tracadas em
um instante de tempo, que conectam pontos da propriedade observada (presséo,

temperatura, velocidade), que apresentam os mesmos valores (FIGURA 10).

Figura 10 — Grafico de contorno de uma
distribuicdo de pressédo

\(,0 70 Plano de simetria

Fonte: Cengel e Cimbala (2015, pg. 151).
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2.1.7 A dindmica dos fluidos e suas leis governantes

A dindmica dos fluidos pode ser descrita por trés leis fundamentais, sendo elas:
a conservagao de massa, a conservacao do momento, e a conservacgao da energia
(WHITE, 2018). Ainda, conforme o autor, quando busca-se uma abordagem que
ofereca informacdes das propriedades dos fluidos em diversos pontos distintos do
escoamento, utiliza-se a abordagem diferencial, na qual todo o conjunto de equacgdes
€ modelado através de um elemento diferencial de fluido.

Durante o escoamento, um elemento de fluido pode estar sujeito a diferentes
tipos de movimento e deformagbes (CENGEL; CIMBALA, 2007), sendo eles:
translacéo (FIGURA 11.a), rotacao (FIGURA 11.b), deformacéo linear (FIGURA 11.c)
e deformagéo angular (FIGURA 11.d).

Figura 11 — Movimentos e deformacdes de uma particula
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Fonte: Cengel e Cimbala (2015, pg 152).

2.1.7.1 A translacdo de uma particula fluida

A translacdo, conforme Cengel e Cimbala (2015), esta relacionada com a
velocidade do escoamento, uma vez que a particula de fluido se deslocara em funcéo
do campo de velocidades. Durante o escoamento, o fluido pode apresentar diferencas
de velocidades devido a diversas situagdes, como a diminuicdo ou aumento do
diametro de uma tubulacdo. Essas alteracdes ocorrem devido a aceleracédo aplicada
ao fluido, em funcéo da acao de alguma forca sobre o escoamento.

De acordo com Fox, Pritchard e McDonald (2014), devido a velocidade em um
escoamento ser descrita por um campo, é necessario desenvolver uma equacgao que
descreva sua aceleracdo de forma a manter as caracteristicas de campo. Conforme
descrito na sessédo 2.1.3, o vetor velocidade pode ser denotado pela Equacao 2, ou
através das suas componentes escalares u, v,w, sendo que cada uma delas é uma
funcdo de x, y, z e t (FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2014), assim, obtém-se a
Equacéao 14,
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V =ui+vj+wk (14)

A aceleracao, conhecida como a taxa de variacao da velocidade pelo tempo, é

descrita pela Equacao 15,

i Z_Z=(“Z_Z+ Trw)+ S (15)

na qual, o termo Z—Z € conhecido como aceleracdo local (FOX; PRITCHARD;

MCDONALD, 2014, pg.168) e o termo entre parénteses é chamado pelos mesmos
autores, de aceleracao convectiva.

Na literatura, diversos autores (FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2014;
RIEUTOURD, 2015) definem um operador comum ao escoamento dos fluidos,
chamado usualmente de derivada material. Esse operador aparece com frequéncia

em diversas equacodes, a exemplo da Equacao 15, e é denotado pela Equacéo 16,

qu a0 a0
2 = + (V.v)p =2+ (ua+ 2% 4w aZ) (16)

na qual o termo @ representa alguma quantidade de interesse, e 0 termo (17. V)(Z) e
conhecido como termo convectivo. Conforme Rieutourd (2015), o termo convectivo é
responsavel pelo transporte de @ pelo campo de velocidades.

Assim, o vetor aceleracédo pode ser descrito pela Equacéo 17,

DV
Dt

=a=2+ (Vo7 (17)

ou ainda, por se tratar de uma equacéo vetorial, pode ser escrita através de suas

componentes escalares, conforme mostram as Equacgdes 18, 19 e 20:

o= 2o (2, ) (18)
x y 2

a_’=2=(ua—v+va—;+wa—2)+a—v (19)
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—_ bw_ ( ow ow ow) 4 du
a4z = D¢ _(uax+vay+waz)+6t (20)

2.1.7.2 Rotacéo e vorticidade de particulas fluidas

Particulas fluidas em escoamentos podem girar em torno de seus eixos
conforme se deslocam (FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2014). A taxa de rotacéo,
conhecida como velocidade angular @, pode ser representada em coordenadas

cartesianas pela Equagéo 21.
W= Wyl + wyj + wk (21)

Conforme Cengel e Cimbala (2007, pg. 120), a taxa de rotacdo para um eixo
pode ser definida como a “taxa de rotacdo meédia de duas retas inicialmente
perpendiculares que se cruzam nesse ponto”. Na Figura 12, é apresentado um
exemplo dessa definicdo e é possivel visualizar um elemento de fluido inicialmente
retangular em que duas retas, a e b, se encontram no ponto P. ApOs ele se mover,

ambas as retas apresentam deslocamento, devido a deformacéao e rotagao.

Figura 12 — Rotacdo de um elemento
de fluido
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Fonte: Cengel e Cimbala (2015, pg. 152).
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Dessa forma, através de manipulagdes algébricas, a velocidade angular no eixo

z pode ser definida de acordo com a Equagéo 22:
=55 5) (22)

Assim, considerando todos os eixos, 0 vetor velocidade angular pode ser
escrito conforme a Equagéo 23:

+ (5 - 5) k] (23)

Pode-se perceber, na Equacgéao 23, que ela € o resultado de um produto vetorial,

conhecido como rotacional de V (FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2014),
representado pela notacao:

—

VXV

Com ele, pode-se definir o vetor vorticidade como sendo duas vezes a
velocidade angular (POTTER, WIGGERT; RAMADAN, 2012), representado pela
Equacéo 24:

{=2w=VxV (24)

Dessa forma, os escoamentos podem ser classificados ainda como rotacionais
ou irrotacionais. Em um escoamento rotacional, as particulas de fluido se movimentam
engquanto giram em torno de si mesmas; e no escoamento irrotacional, elas se movem
sem velocidade angular (CENGEL; CIMBALA, 2015).

2.1.7.3 DeformacBes de um elemento de fluido e o campo de tensdes
Como mencionado anteriormente, as particulas fluidas estdo sujeitas a dois

tipos de deformacgdes: a deformacéao linear e a deformacéo angular. Conforme Fox,

Pritchard e McDonald (2014), quando uma particula estd sujeita a uma forca
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proveniente da gravidade ou do contato com outros elementos fluidos, esta pode ser
decomposta de acordo com suas componentes. A componente perpendicular gera
deformacéo linear, enquanto a componente tangencial gera deformacao angular.

A taxa de deformacéo a qual o elemento de fluido estd sendo submetido € um
tensor (POTTER; WIGGERT; RAMADAN, 2012) que pode ser descrito como:

ou 1/0u v 1/0u ow
R
€xx ©Exy €exz ox 2\0y 0x 2\0z  0x
1 /dv au) v 1(617 6w)
..=1e€ e e = - — — — (= —
€ij (eyx eyy eyz) > (ax + 3y 3y 3, + 2 (25)
o L(Dr o) w00y o
2 \0x 0z 2 \dy 0z 0z

na qual as componentes e,,, e,, € e,, representam a deformacao linear, e as outras
seis componentes representam as deformacdes angulares em cada eixo.

Ainda, conforme Potter, Wiggert e Ramadan (2012), a taxa de deformacéo de
uma particula esta relacionada com as componentes de tensdo em um elemento de
fluido. O conceito de tensdes, normal e cisalhante, é util para entender como as forcas
se distribuem nos planos de um elemento fluido (FOX; PRITCHARD; MCDONALD,

2014). As nove componentes da tenséao agindo e um elemento infinitesimal sao:

Oxx Txy Txz
Tyx Oyy Tyz
Tzx Tzy Oz

2.1.7.4 A equacao da continuidade

De acordo com Cengel e Cimbala (2007, pg. 150), “a massa, assim como a
energia, € uma propriedade conservada, e ndo pode ser criada nem destruida durante
um processo”. Isso significa que, para um elemento de volume diferencial, a
guantidade de matéria que entra nele deve ser equivalente a quantidade de matéria

gue o deixa. Essa relacdo pode ser expressa pela Equacao 26:

dpu | dpv | dpw  9p _
6x+6y+az+6t_0 (26)
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Reconhecendo o termo divergente na Equacéo 26, pode-se reescrevé-la

conforme a Equacgéo 27:
V.oV +22=0 27)

As Equacdes 26 e 27 sado duas maneiras de representar a equacéo conhecida
como “equacao da continuidade” (WHITE, 2018, pg. 218).

Conforme Fox, Pritchard e McDonald (2014), ha duas situacbes em que a
Equacdo 27 pode ser simplificada. A primeira delas é quando a massa especifica (p)
€ constante. Nesse caso, o fluido é considerado incompressivel e a massa especifica
nao é funcédo do campo de velocidades ou do tempo. Dessa forma, a Equacgéo 27

passa a ser representada pela Equacéo 28:

ou v ow =
A=V =0 (28)

Ainda, de acordo com os autores, 0 segundo caso ocorre quando o escoamento
€ permanente, ou seja, ndo depende do tempo. Dessa forma, o valor da massa
especifica sera constante em um mesmo ponto, variando somente em pontos distintos
do escoamento. Nesse caso, a equacdo da continuidade € representada pela

Equacéo 29:

dpu , dpv | dpw _ 7
E-I_E-I_?_V"DV_O (29)

2.1.7.5 Quantidade de movimento e as equacdes de Navier-Stokes

Quando a direcéo ou velocidade de um elemento de fluido muda, € necessaria
a acao de uma forca que promova tal mudanca (DAUGHERTY; FRANZINI, 1965). De
acordo com Fox, Pritchard e McDonald (2014), dois tipos de for¢cas podem agir sobre
um elemento fluido: as forcas de superficie, provocadas pelo contato entre corpos, e

as forcas de campo, devido a acéo de campos poténcias, como € o caso da gravidade.
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Analisando um elemento de fluido diferencial e aplicando a segunda Lei de
Newton sobre ele, é possivel obter as Equacgbes 30, 31 e 32, que descrevem a
guantidade de momento (WHITE, 2018).

00xx | OTyx | 0Tax _ (3_” Ju Ju a_”)

PGx T+ Ax + ay+ oz P 6t+uax+v6y+waz (30)
O0Tyy |, 00yy | 0Tzy (a_v v v a_v)

Pgy + dx + dy + 2z P 6t+uax+v8y+waz (31)
0Ty |, OTyz | 00zx _ (a_w aw ow 6_w)

ng+ax+ay+az - 6t+u6x+v6y+waz (32)

As Equacdes 30, 31 e 32 sao, conforme White (2018), as equacdes da
guantidade de momento diferenciais que descrevem o comportamento de qualquer
fluido. Nelas, observa-se que o lado esquerdo das equacfOes possui termos
relacionados a taxa de variacéo das tensdes que podem ser simplificados e reescritos
aplicando algumas consideracdes fisicas.

Considerando o escoamento incompressivel de um fluido Newtoniano, no qual
a tenséo de cisalhamento é proporcional a taxa de deformacgéo angular, que apresenta
viscosidade constante (FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2014) como simplificacdes,
as Equacdes 30, 31 e 32 podem ser reescritas em suas componentes cartesianas,

conforme mostram as Equacodes 33, 34 e 35:

TP TSP TSP W S ()

p(6t+u6x+v6y+waz)_pgx 8x+‘u ox + dy T 0z (33)
2w b2 b w %) = pg, — 2 g (L4 L0 )

p(6t+uax+vay+waz)_pgy ay+“ ax T 6y+ az (34)

D OBy D) g, =gy (D S )
p(6t+u6x+v6y+waz)_pgz az+“(ax+ay+az (35)

As Equacbes 33, 34 e 35 sdo conhecidas como Equacbes de Navier-Stokes,
consideradas como “a pedra fundamental da mecéanica dos fluidos” (CENGEL;

CIMBALA, 2007, pg. 373). Essas trés equacdes, juntamente com a equacdo da
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continuidade, descrevem muitas situacoes interessantes para fluidos viscosos, como
0 escoamento em tubulacdes e outras aplicacdes industriais (WHITE, 2018; FOX;
PRITCHARD; MCDONALD, 2014).

Por fim, as trés equacdes podem ser escritas em sua forma vetorial, conforme

mostra a Equacao 36:

D[_/) a[_/) — N\ — N —, =
p2=p|2+ (V.V)7| = - VP + pg + uv?¥ (36)

2.1.7.5 A funcao de corrente para escoamentos

Para um escoamento bidimensional, €& util utlizar-se de uma Unica
funcdo ¥ (x, y,t), que represente as componentes u e v da velocidade, sendo ela
chamada de Funcé&o de corrente iy (FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2014).

Ela € uma representacdo matematica que descreve um campo de escoamento
e esta relacionada com as linhas de corrente que sao tangentes a velocidade do fluido
em todos os pontos do dominio de representacéo, pois, conforme White (2018), dada
uma linha de corrente, a funcdo y assume um valor constante ao longo dela.

Dessa forma, as componentes da velocidade em um escoamento bidimensional

podem ser representadas pela Equacao 37:

_ o _ 9
u=g, V=g (37)

2.2 Modelagem numérica e simulacdes computacionais

A dinamica dos fluidos, assunto abordado na secao 2.1, trata do escoamento
de fluidos, os quais, considerando fluidos Newtonianos e incompressiveis, podem ser

modelados pelas Equactes 38, 39 e 40, apresentadas a seguir:

ou ov ow

Continuidade: Tyt = V.V=20 (38)

Momento: p—‘t/ = —VP + pg + uvav (39)
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Energia: pcv% = kV2T + & (40)

As equacdes de Navier-Stokes, escritas em sua forma vetorial na Equacéo 39,
sdo equacdes diferenciais parciais (EDPs), nao lineares, que possuem solucéo
analitica somente para problemas muito simples (FORTUNA, 2012). Além disso, a
Equacdo 39 é uma equacédo vetorial acoplada (FOX; PRITCHARD; MCDONALD,
2014), ou seja, as componentes da velocidade e a pressdo aparecem nas trés
equacOes (Equacdes 33, 34 e 35) quando ela é expressa em forma de componentes
escalares, e precisam ser resolvidas simultaneamente.

A dinamica dos fluidos computacional (CFD) surgiu com o advento da
computacdo (FORTUNA, 2012), sendo utilizada para resolver problemas complexos
(MALISKA, 2014) envolvendo as equacdes de Navier-Stokes ou outras equacgdes
pertinentes. Para tanto, € necessario realizar a discretizacdo das equacdes
governantes e aplicar diferentes métodos numéricos, fazendo uso de cddigos
computacionais, para obter informacdes sobre os campos de velocidade, pressao e

temperatura do escoamento.
2.2.1 A forma genérica das equacdes de transporte

As equac0Oes abordadas no topico anterior estdo relacionadas a conservacao
de uma variavel de interesse (massa, momento ou energia) e apresentam uma escrita
muito similar que, de acordo com Patankar (2009), pode ser generalizada pela

Equacéo 41:

2 (p9) +V(pV§) = V(T A )+ (41)

Conforme o autor, ¢ representa a variavel dependente e pode assumir
diferentes formas, como a velocidade ou a temperatura, enquanto os parametros I' e
S assumem diferentes significados, de acordo com o termo ¢.

Na Equacéo 41, o primeiro termo do lado esquerdo representa a variagcado no
tempo da quantidade escolhida, enquanto o segundo termo representa a conveccao
através do volume de controle. Ja o primeiro termo do lado direito esta relacionado

com a difuséo da propriedade, e o ultimo é o termo fonte, que é introduzido para definir
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termos remanescentes que nao estdo inclusos nessa equacédo (MALISKA, 2014;
PATANKAR, 2009).

Versteeg e Malalasekera (2007) sugerem uma variagdo da Equacéao 41 para
volumes de controle na forma integral, apresentada na Equagéao 42:

%(fcv P¢dV) + [, n.(pVe)dA = [, n.(TA$)dA + [, SdV (42)

na qual o primeiro termo do lado esquerdo representa a taxa de incremento da
guantidade ¢ dentro do volume de controle e 0 segundo termo representa a variacéo
liquida de ¢ devido a conveccéao através dos limites do volume de controle. Ja do lado
direito, o primeiro termo representa o aumento liquido da quantidade ¢ devido a
difusdo através das superficies do volume de controle e 0 segundo termo representa
a geracao liquida de ¢ dentro dele.

Ainda, conforme os autores, ambas as equacdes sao 0s primeiros passos para

a utilizagéo do Método dos Volumes Finitos, que sera abordado nas proximas secoes.
2.2.2 Métodos numéricos e a discretizacdo do dominio

Os métodos numéricos sdo ferramentas aplicadas para problemas em que a
solucdo analitica € dificil ou impossivel de ser encontrada, sendo necessaria a
utilizacdo de operacdes aritméticas, tais quais equacles algébricas, para obter
solucBes aproximadas (BRASIL; BALTHAZAR; GOIS, 2015; CHAPRA; CANALE,
2016; FORTUNA, 2012).

Para tornar as solucBes numeéricas possiveis, € necessario transformar o
dominio continuo em um dominio discreto através de um processo chamado de
discretizacdo (BRASIL; BALTHAZAR; GOIS, 2015). Enquanto o dominio continuo
consiste de infinitos pontos (FIGURA 13), o dominio discreto consiste em uma série
de pontos interligados, formando uma malha, nos quais as solucdes das equacdes

algébricas serao resolvidas.
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Figura 13 — Dominio continuo x dominio discreto
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Fonte: Fortuna (2012, pg. 37).

Conforme Maliska (2014), os métodos numéricos tradicionalmente utilizados na
resolucdo de problemas que envolvam equacdes diferenciais, como as EDPs, sdo o
Método dos Elementos Finitos (MEF), o Método das Diferencas Finitas (MDF) e o
Método dos Volumes Finitos (MVF), sendo que os dois ultimos, os mais utilizados na

dinamica dos fluidos computacionais, serdo abordados nas proximas secoes.

2.2.2.1 Método das diferencas finitas (MDF)

Conforme mencionado na secao anterior, a solucdo de EDPs por meio de
métodos numeéricos envolve a discretizacdo do espaco continuo em uma série de
pontos distribuidos pela regido, sendo que estes pontos podem estar distribuidos
igualmente (FIGURA 13) ou de maneira ndo uniforme (FIGURA 14).

Figura 14 — Exemplo de uma malha 2d nao uniforme

! il i i+1 N,

Fonte: Ferziger e Peric (2002, pg. 40).
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O método das diferencas finitas faz uso da expansédo da série de Taylor
(PATANKAR, 2009; FORTUNA, 2012) para obter aproximacdes das equacdes
diferenciais na sua forma algébrica para cada um dos pontos da regido discretizada,
gerando assim, um conjunto de expressdes algébricas com uma quantidade finita N
de parametros desconhecidos, 0s quais precisam ser resolvidos.

Conforme Fortuna (2012), a série de Taylor para uma fungéo f continua emum
dado intervalo pode ser escrita de acordo com a Equacéo 43,

(Ax)? a*f (Ax)’ a*f
2 3
2! dx Xo 3! dx Xo

fO) = flro) + @0+ + Ry, (43)
na qual, Ax = x — x, representa a distancia entre dois pontos na malha, e R,, s&o 0s
termos de maior ordem.

Considere a Figura 15, que representa um conjunto de pontos igualmente
espacados no espaco unidimensional. Se a série de Taylor for aplicada no ponto x;, é
possivel obter uma aproximacdo da primeira derivada de f através de algumas

manipulacdes algébricas.

Figura 15 — Representacao de uma malha unidimensional

Ax
—o - - —— o -
Xi2 Xi1 Xi Xin Xisa

Fonte: Fortuna (2012, pg. 83).

Dentre outras expressdes possiveis de serem obtidas através desse processo,
encontram-se as expressdes das diferencas finitas centrais de primeira e segunda
ordem da fungéo f (FORTUNA, 2012), sendo elas:

- Diferengas centrais de primeira ordem: Z—£ = % + 0(Ax)? (44)
l

- Diferencas centrais de segunda ordem: Z—i = % + 0(Ax)? (45)
l

nas quais o termo 0(Ax)? representa os termos restantes da série de Taylor que foram

omitidos, que, de acordo com Ferziger e Peric (2002), sdo chamados de erros de
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truncamento e medem a precisdo da aproximagdo em relagdo ao espagamento Ax

entre os pontos considerados.
2.2.2.2 Método dos volumes finitos (MVF)

Da mesma forma que o Método das Diferengas Finitas, o Método dos Volumes
Finitos parte da geracdo da malha numérica. Porém, diferentemente do MDF, no MVF
€ gerada uma malha composta por pequenos volumes de controle, centrados em torno
dos nés (VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007; FORTUNA, 2012), conforme mostra
a Figura 16.

Figura 16 — Representacao do Método dos Volumes de Controle
Unidimensional

Pontos discretos Fronteira dos

W W / P e E

e —
Volume de Ax
controle

Fonte: Fortuna (2012, pg. 120).

No MVF, conforme Patankar (2009), Versteeg e Malalasekera (2007), séo
realizadas integracfes das equacdes governantes em cada volume de controle,
resultando em um grupo de equac¢des algébricas discretizadas no espaco e tempo,
gue devem ser resolvidas de modo a se obter a distribuicdo da propriedade avaliada.

Assim, conforme os mesmos autores, 0 processo de integracao representa um
balanco da propriedade considerada em cada volume de controle. Para Ferziger e
Peric (2002), uma das maiores vantagens do MVF é que as propriedades do sistema
sdo conservadas em escala global, uma vez elas estdo implicitas na estrutura do
método. Fortuna (2012) complementa que, além da facil interpretacdo fisica das
equacdes obtidas, o MVF é muito Gtil quando necesséria a utilizacdo de malhas néo

uniformes.
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2.2.3 Tipos de malhas numéricas

A malha numérica gerada na etapa de discretizacdo depende do dominio que
esta sendo discretizado e do tipo de problema estudado, sendo que cada tipo de
malha apresenta suas caracteristicas proprias, bem como vantagens e desvantagens
(MALISKA, 2014).

O tipo de malha mais comum é a malha estruturada (FIGURA 17), na qual cada
elemento fluido apresenta 0 mesmo nimero de elementos vizinhos (MALISKA, 2014;
FERZIGER; PERIC, 2002). A estrutura geométrica depende do problema, podendo
ser composta apenas de elementos cartesianos ou ser mista, contendo coordenadas

cilindricas e cartesianas, para se adaptar a geometria do problema.

Figura 17 — Exemplo de malha estruturada mista

Fonte: Ferziger e Peric (2002, pg. 27).

Para geometrias complexas, € necessaria a implementacéo de outros tipos de
malhas, sendo uma delas a malha estruturada em blocos. Nesse tipo de malha,
conforme Versteg e Malalasekera (2007), o dominio é dividido em sub-regides, as
guais apresentam malhas estruturadas proprias (FIGURA 18). Dessa forma, é
possivel priorizar regides nas quais uma maior resolucédo é necessaria com malhas

mais refinadas.
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Figura 18 — Exemplo de uma malha estruturada
em blocos
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Fonte: Versteeg e Malalasekera (2007, pg. 310).

Por fim, existe a op¢cao da geracdo de malhas néo estruturadas (FIGURA 19)
gue, de acordo com Ferziger e Peric (2002), séo o tipo de malha mais flexivel e podem
representar a geometria de qualquer dominio. Esse tipo de malha faz uso de diferentes
tipos de geometria, e diferente do método estruturado, cada elemento de volume pode

apresentar diferentes quantidades de elementos vizinhos (MALISKA, 2014).

Figura 19 — Exemplo de malha néo estruturada
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Fonte: Versteeg e Malalasekera (2007, pg. 311).
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2.2.4 Condigdes iniciais e de contorno

Conforme Fortuna (2012), as condi¢cdes de contorno desempenham um papel
fundamental em modelagens que envolvam as EDPs, pois sdo elas que ditam o
comportamento fisico dos problemas modelados. O mesmo vale para os problemas
transientes, nos quais € de fundamental importancia especificar o valor inicial das
varidveis observadas em todos o0s pontos do dominio (VERSTEEG,;
MALALASEKERA, 2007), uma vez que a evolugcdo temporal se daré a partir desses
valores.

As condicdes de contorno sdo aplicadas aos diversos tipos de fronteiras
encontradas no dominio de simulacdo. Conforme os autores citados anteriormente,
elas geralmente séo: fronteiras de entrada do fluido, paredes solidas, fronteiras de
simetria, fronteiras periddicas, fronteiras de pressao constante e fronteiras de saida
do fluido. Cabe ressaltar que elas recebem esses nomes devido a regido nas quais
séo aplicadas.

Moukalled, Mangani e Darwish (2016) comentam que existem diversos tipos de
condi¢cBes de contorno, como as citadas anteriormente, e, de modo genérico, ha dois
tipos que sdo mais utilizados para variaveis geneéricas, a saber: condicdo de contorno
de Dirichlet, para a qual um valor fixo é definido para a variavel em uma determinada
regido; e a condicdo de contorno de Neumann, para a qual um fluxo € especificado
para a regiao.

A Figura 20 ilustra as principais condicdes de fronteiras encontradas durante a

modelagem numeérica.

Figura 20 — Representacao das condicdes de fronteira

Velocidade = 0, temperatura ou fluxo de calor especificados
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Velocidade = 0, temperatura ou fluxo de calor especificados

Fonte: Fortuna (2012, pg.289).
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E importante ressaltar que, conforme Fortuna (2012), as regides de fronteira,
como entradas e saidas de fluido, devem estar localizadas a uma certa distancia das

areas que sao o foco da simulacdo para reduzir a sua interferéncia sobre tal regiéo.

2.2.5 O acoplamento Presséo-velocidade e os tipos de arranjo das variaveis

Durante o processo de discretizagao, duas situacdes relacionadas ao gradiente
de pressao presente nas equacOes de Navier-Stokes merecem um tratamento
especial. Primeiramente, existe o problema do acoplamento entre a pressao e a
velocidade. Considerando as Equacgdes 33 e 34, reescritas novamente aqui somente

duas dimensodes, tem-se:

- momento na dire¢do x:

o ow owy_ o op (0% 0%
p(6t+u6x+v6y)_pgx 6x+‘u(6x+6y) (46)
- momento na direcao y:
ov ov v\ _op ﬂ &
p(6t+u6x+v6y)_pgy 6y+‘u(6x+6y) (47)
- equacao da continuidade:
dpu | dpv _
ax Ty = 0 (48)

E possivel perceber, observando as Equacdes 46 a 48, que elas sdo acopladas,
ou seja, as componentes de velocidade aparecem simultaneamente nas trés
equacdes, enquanto o termo que representa a variacao da pressao aparece somente
nas Equactes 46 e 47 (VERSTEEG,; MALALASEKERA, 2007). Caso o campo de
pressdes seja conhecido, é necessario somente a aplicacdo de um processo iterativo
para a evolucao das velocidades no tempo, no qual cada uma das componentes da
velocidade pode ser atualizada por sua respectiva equacao do movimento (MALISKA,
2014).
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O problema surge quando o campo de pressfes ndo € conhecido e se faz
necessario, também, uma equacao para avancar a pressdo. Ocorre que, conforme
Maliska (2014), em problemas incompressiveis a pressao ndo possui uma equacao
evolutiva que forneca os valores corretos para o proximo passo de tempo e que,
guando utilizados nas equacgdes do movimento, fornecam componentes de velocidade
gue satisfagcam a equacéo da continuidade.

Uma solucdo para esse problema, € a utilizacdo de algoritmos da familia
SIMPLE (Semi Implicit Linked Equations). Nesse algoritmo, conforme Rieutourd
(2015) as equacOes de Navier-Stokes sao reformuladas para a criagdo de uma
equacao para 0 momento, e outra, em conjunto com a equacgao da continuidade, para
a pressao.

As duas equac0Oes sao resolvidas sequencialmente, em um processo iterativo
no qual o campo de velocidades atual é obtido aplicando-se o campo de presséo do
passo anterior. O novo campo de velocidades é utilizado, entéo, para se obter o novo
campo de pressdes. Esse processo é repetido até que ambos 0s campos de pressao
e velocidades satisfacas as equacfes de momento e da continuidade.

Além da questao do acoplamento entre presséo e velocidades, o local onde as
informacdes relativas a pressdo e as velocidades serdo armazenadas também é
importante. Para problemas utilizando sistemas ortogonais, dois modos diferentes sao
mais empregados, sendo eles o arranjo colocalizado e o desencontrado.

No arranjo colocalizado, todas as variaveis sdo armazenadas no centro do

mesmo volume de controle (MALISKA, 2014), conforme mostra a Figura 21.

Figura 21 — Arranjo colocalizado unidimensional.

Fonte: Adaptado de Moukalled, Mangani e Darwish. (2016, pg 564).

Conforme Maliska (2014) e Patankar (2009), o problema do arranjo
colocalizado esta no gradiente de presséo. Discretizando o gradiente de pressédo no

volume de controle Pc, pintado de azul na Figura 21, obtém-se a Equacéo 49:

dP _ Po—Py
dx - Ax

(49)
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Na qual, P, representa a pressao na face leste do volume de controle e B, na
face oeste. Esses dois termos precisam ser aproximados, por meio da média do valor
da presséao entre dois pontos nodais, conforme mostra a Equacgao 50:

Pe— Py, — (PEZPP)_(PP-;PW) — Pgp— Py (50)
Ax Ax 2Ax

Dessa forma, observa-se pela Equacdo 50, que o gradiente de pressao
utilizado na equacdo do momento sera entre dois pontos alternados da malha, e ndo
entre dois pontos consecutivos, uma vez que a pressao no né central, P, ndo aparece
na equacédo (PATANKAR, 2009), o que, de acordo com os autores, pode trazer alguns
problemas.

Caso um campo de pressdes oscilatoério ou ndao uniforme ocorra, tal situacéo
pode ndo ser sentida pelo gradiente de pressdes obtido na Equacdo 50, sendo
considerado por esta como um campo uniforme de pressédo, resultando em um
comportamento ndo condizente com a realidade (MALISKA, 2014; PATANKAR, 2009;
VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007).

Uma possivel solucéo para esse problema é a utilizacdo de outro arranjo para
0 armazenamento das variaveis. Um deles € o chamado arranjo desencontrado.
Nesse arranjo, sdo utilizados diferentes volumes de controle para cada uma das
variaveis, que sdo armazenadas nos seus respectivos centros.

Na Figura 22, esta representado esse tipo de arranjo, para o qual os volumes
de controle (VC) das componentes de velocidade u e v foram deslocados e estédo
centrados nas faces dos volumes de controle nos quais estdo armazenadas as
pressfes. Cada uma das trés variaveis, entao, possui seu proprio volume de controle,
indicado em azul na Figura 22, e as pressdes passam a estar localizadas nas faces

dos VC das componentes de velocidade.
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Figura 22 — Representagéo do arranjo desencontrado.
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Fonte: Adaptado de Moukalled, Mangani e Darwish.
(2016, pg 578).

Dessa forma, a discretizacdo das equagdes do momento € realizada para os
volumes de controle das componentes de velocidades u e v. Assim, o gradiente de
pressdes sera dado pelas pressbes armazenadas nas faces dos volumes de controle
das velocidades, e o problema do comportamento ndo realistico do campo de
pressoes € resolvido (VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007).

2.2.6 Esquemas de Interpolacéo dos termos difusivos e convectivos

Ainda na etapa de discretizacdo das equacdes de Navier-Stokes, depara-se
com outra situacdo além do gradiente de pressdes. Durante o processo de integracao,
a aproximacado das derivadas envolve valores de variaveis que ndo estdo definidas
nos centros dos volumes de controle (FERZIGER; PERIC, 2002), como foi 0 caso
observado para a aproximacéo feita na Equacéo 50, durante a avaliacdo do gradiente
de pressfes. Nesses casos, € necessaria a interpolacdo das variaveis para se obter

as aproximacoes desejadas.
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Considerando somente os termos convectivos e difusivos da equacédo de

transporte, escrita para uma dimenséo, tem-se a Equagao 51:

d

= oup) = 2 (reY) (51)

dx dx

Pode-se integrar a Equacédo 51 em relacdo ao volume de controle centrado em
P, apresentado na Figura 23. Assim, a integral sera limitada pelas faces leste (e) e
oeste (w) do VC, nas quais serdo resolvidas as equagoes.

Figura 23 — Volume de controle unidimensional para

integracao
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Fonte: Versteeg e Malalasekera (2007, pg. 135).

A integracao resulta na Equacéao 52:
d d
(pugp)e — (pud)y = (I2) (1) (52)

Na qual, os termos do lado esquerdo da equacdo representam o fluxo
convectivo da quantidade ¢ através do volume de controle, e os termos do lado direito
representam o fluxo difusivo. Se faz necessario, nesse ponto, a utilizacdo de
diferentes esquemas de interpolacdo, a serem utilizados tanto para os termos
convectivos quanto para os termos difusivos.

Existe uma vasta gama de funcfes de interpolacdo na literatura, sendo que
nesta secdo serdao apresentados apenas alguns esquemas, indicados por Patankar

(2009), para situar o leitor a respeito dos métodos que serao utilizados na metodologia.
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2.2.6.1 O esquema das diferengas centrais

No esquema de diferencas centrais (CDS) sé&o utilizados somente dois pontos
nodais, conforme mostra a Equacao 44, apresentada na se¢ao 2.2.2.1. Dessa forma,

aplicando-o na Equacao 52, obtém-se:

pu (¢E'2|'¢P) — pu (¢P‘|2'¢W) - T (¢EA—X¢p) T (¢’PA_;’W) (53)

Os termos presentes na Equacgéao 53 podem ser rearranjados conforme mostra

a Equacéo 54:
Apdpp = Acp + Ay dw (54)

Na qual os termos “A” representam os coeficientes calculados das faces e no
centro do volume de controle, e os termos ¢ representam a propriedade avaliada nos
respectivos pontos nodais.

Cabe ressaltar que a metodologia seguida até aqui, inclusive a notacao
utilizada para representar os termos nas equacdes e suas respectivas orientacées é
um padrao seguido na literatura.

Os coeficientes abreviados na Equacédo 54 séo dados pelas equacdes a seguir:

2
Ap = 1 (55)
— P T
Ae - 20x + Ax? (56)
_pu T
AW T 2Ax + Ax? (57)

De acordo com Maliska (2014), deseja-se sempre que 0s coeficientes
representados pelas Equacdes 55, 56 e 57 sejam positivos, uma vez que a presenca
de coeficientes negativos pode levar a solucdo a divergir, dependendo do processo
iterativo utilizado. Ainda, conforme o autor, dependendo do problema estudado, a
aplicacdo do CDS para os termos convectivos pode criar instabilidades que geram

solucdes oscilatorias e ndo realistas.
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Nesse ponto, se faz necessario a apresentacdo de uma nova constante
adimensional, conhecida como Numero de Peclet, que, conforme Moukalled, Mangani
e Darwish (2016), representa uma raz&do entre a taxa convectiva e difusiva de

transporte da propriedade ¢. Ele é escrito como:

__ pulx
T

P (58)

Na qual, Ax representa o comprimento caracteristico do volume de controle na
direcdo considerada, u é a velocidade na face em que esta sendo calculado o nimero

de Peclet, ' é uma constante dependente da variavel usada na Equacgdo de

Transporte, e p € a densidade do fluido.

Assim, no caso do esquema de diferencas centrais, pode se mostrar que o
numero de Peclet precisa ser menor ou igual a 2 para que o coeficiente da face leste
(Equacéo 56) seja positivo. Isso coloca outra restricdo para a utilizacdo do CDS nos
termos convectivos, pois, para manter o numero de Peclet menor que dois, é preciso

de uma malha muito refinada quando séo utilizadas velocidade elevadas.

2.2.6.2 O esquema upwind

O esquema upwind (UDS) é uma solucdo para evitar o aparecimento de
coeficientes negativos. Ele € mais compativel com o processo convectivo e imitia a
fisica do problema, na qual o valor dos coeficientes convectivos na face dos volumes
de controle depende da dire¢éo na qual o fluido esta se movimentando (MOUKALLED;
MANGANI; DARWISH, 2016).

Simplificadamente, pode-se dizer que para 0s termos convectivos, presentes
no lado esquerdo da Equacédo 52, o valor de ¢ nas faces sera igual a um dos valores
de ¢ nos centros dos volumes de controle adjacentes, dependendo da direcéo do fluxo
convectivo naquele instante. Por exemplo, considerando a face leste (e) do volume de

controle da Figura 23:

Po=0¢p se pu>0 (59a)

Ou
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P =¢r se pu<o0 (59b)

Por mais interessante que seja esse esquema, uma de suas desvantagens e
que ele pode causar a dissipacdo numérica de gradientes elevados em alguns
problemas (MALISKA, 2014).

Com base dois esquemas apresentados, existem outras funcdes de
interpolacé@o que incorporam o CDS e UDS e fazem uso do numero de Peclet como
um peso entre conveccgao e difusdo. Um desses esquemas, apresentado por Patankar
(2009), sera demostrado a sequir.

2.2.6.3 O esquema Power-law

De acordo com Patankar (2009), o esquema Power-Law fornece uma melhor
aproximacédo dos coeficientes calculados nas faces dos volumes de controle com a
variacdo do numero de Peclet, além de néo apresentar expressoes dificeis de serem
computadas quando comparado a outros esquemas. Considerando o coeficiente A,,
apresentado anteriormente na Equacdo 56. Ele agora assume novos valores,

apresentados a seguir:

Para P, < —10,
r
Ae = v —F, = —pu, (60a)
Para—-10 <P, <0,
A, = L x(1401P)5 - sp = L (1+0.1P)% - pu (60D)
e Ax e Ax ¢ Ax e Ple
Para 0 < P, <10,
A, = ﬁ (1 + 0.1P,)5, (60c)

Para P, > 10,
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4, =0. (60d)

O mesmo procedimento pode ser adotado para avaliar o coeficiente nas demais
faces do volume de controle.

De acordo com Patankar (2009), o esquema power law € um esquema de
interpolac&o no qual estdo embutidos os esquemas CDS e UDS e que utiliza o nUmero
de Peclet como parametro para definir qual a situacdo do escoamento. Dessa forma,
para valores de Peclet superiores a |10|, quando o termo convectivo é muito superior
ao difusivo, predomina o fluxo convectivo pela face do volume de controle, como se
pode ver nas Equacdes 60a e 60d. Para valores menores que |10|, ocorre uma mescla
entre difusdo e conveccdo (EQUACOES 60b e 60c), e para valores de Peclet iguais a

zero, quando o fluido esta em repouso, ocorre somente a difusao.

2.2.7 Solucao das equacdes discretizadas

Uma vez discretizado o dominio do problema e obtidas as equacgdes algébricas
correspondentes aos diversos pontos gerados, € necessario realizar o processo de
resolucdo do sistema de equacdes, afim de se obter os valores da variavel estudada
nas diversas regides da malha numérica.

Os métodos utilizados para a solugcédo das equacdes algébricas obtidas podem
ser divididos em duas categorias: Os métodos diretos e os métodos iterativos.
Conforme Fortuna (2012), com a aplicacdo dos métodos diretos obtém-se a solucéo
dos sistemas lineares ap0s uma sequéncia limitada de passos. Como o0s sistemas
lineares sao escritos em notacdo matricial, pode-se utilizar técnicas de transformacdes
gue facilitem a resolucdo. Um exemplo de método direto é a eliminacdo de Gauss e a
obtencao da matriz inversa.

Porém, os métodos diretos nao séo utilizados com frequéncia na dinamica dos
fluidos computacional, uma vez que as matrizes sdo geralmente muito grandes, o que
0os torna impraticaveis devido ao tempo e custos envolvidos (MOUKALLED;
MANGANI; DARWISH, 2016; FERZIGER; PERIC, 2002).

Ja os métodos iterativos fazem uso de estimativas iniciais, que sédo aplicadas
aos sistemas de equacdes e entéo refinadas, sendo repetido o processo até o critério
de convergéncia adotado ser aceito (MOUKALLED; MANGANI; DARWISH, 2016).
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De acordo com Ferziger e Peric (2002) e Fortuna (2012), o sistema de
equacOes algébricas obtido na etapa de discretizacdo pode ser tanto linear quanto
ndo linear, sendo este ultimo resolvido somente pelos métodos iterativos, o que
evidencia uma das vantagens de sua utilizagao.

Maliska (2014) apresenta diversos métodos iterativos, sendo alguns deles:
Método de Jacobi, Método de Gauss-Seidel, Método das Sobrerrelaxacdes

Sucessivas, Método Linha a Linha, dentre outros.

2.3.6 Propriedades da solu¢cdo numérica

Uma boa solucdo numérica para um problema envolvendo Equacbes
Diferenciais Parciais deve apresentar algumas caracteristicas que garantam que ela
seja estavel e convergentes (MALISKA, 2014), sendo elas:

Consisténcia: Uma aproximacao numerica € dita consistente quando, ao tornar
os intervalos da malha numérica cada vez menores, de modo que eles tendam a zero,
ela se torne a equacdo parcial original, ou seja, nesse processo, 0s erros de
truncamento devem tender a zero (FORTUNA, 2012; MALISKA, 2014; FERZIGER,;
PERIC, 2002).

Estabilidade: Para a solucdo numérica ser considerada estavel, os erros que
ocorrem durante o processo ndo devem se amplificar durante o processo de resolucao
(FERZIGER; PERIC, 2002). De acordo com Fortuna (2012), exemplos de erros
comuns sdo erros de arredondamento que podem acumular e influenciar
significativamente nos resultados obtidos, bem como a escolha incorreta de condicbes
de fronteira e iniciais.

Convergéncia: Conforme Maliska (2014), caso as condi¢cdes de estabilidade e

consisténcia sejam atendidas, a solucdo numérica € dita convergente, ou seja, 0S
resultados obtidos por meio dela sédo boas aproximacgdes das solucdes reais.
A Figura 24 apresenta a relacdo das trés propriedades comentadas

anteriormente.
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Figura 24 — Propriedades de uma solugcao numeérica

Equagdo diferencial discretizagio Aproximagio por

parcial e diferencas finitas
~——— consisténcia ———

quando Ax, At — 0

estabilidade

Solugdo exata da | =—— convergéncia Solug@o numeérica
EDP quando Ax, Ar — 0 aproximada

Fonte: Fortuna (2012, pg. 135).
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3 METODOLOGIA

Este capitulo apresenta, inicialmente, a classificagdo do presente estudo e
depois aborda a metodologia seguida para desenvolver o cédigo numérico, bem
como, apresenta o processo de discretizacdo das equacdes governantes e demais
etapas que culminaram na criacdo do algoritmo computacional, objetivos deste

estudo.

3.1 Classificacao

A presente pesquisa é de natureza quantitativa, pois, de acordo com Chemin
(2015), ela trata de dados matematicos que pretendem ser obtidos de maneira clara
e rigorosa, com a maior precisdo possivel. Do ponto de vista do objetivo geral, ela
pode ser classificada como descritiva explanatoria, pois o aluno tem interesse em se
familiarizar com o a situacdo problema, bem como obter dados e descrever um
determinado fendmeno. Além disso, ela pode ser classificada também como
bibliografica, uma vez que foram utilizadas informacdes obtidas na literatura especifica

para desenvolvimento do codigo numérico.

3.2 Etapas de elaboracao do codigo computacional

A seguir, serdo descritas as etapas metodolégicas seguidas para a

implementacéo do cédigo numérico.
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3.2.1 Delimitacdo das variaveis e do escoamento

Essa etapa é de grande importancia para a elaboracdo do coédigo
computacional, uma vez que a quantidade de variaveis, a geometria do problema e o
tipo de escoamento influenciam no tipo de algoritmo que sera desenvolvido. Cada tipo
de escoamento possui caracteristicas diferentes que devem ser levadas em conta
durante as etapas de discretizacao e implementacédo do codigo, dessa forma, deve-
se ser bem objetivo quanto a esses parametros.

Para o trabalho em questao, optou-se pelo desenvolvimento de um algoritmo
para simular o movimento de fluidos incompressiveis, laminares, com viscosidade
constante em regime transiente. Além disso, o algoritmo serd implementado em uma
malha bidimensional e sera utilizado o0 método dos volumes finitos para a discretizacao

das variaveis.

3.2.2 Discretizagéo do dominio

Tendo definido o tipo de situacéo e o dominio do problema, parte-se entao para
a etapa de discretizacdo dos parametros de interesse. Devido a utilizagdo do método
dos volumes finitos, definiu-se que a geometria empregada no formato das células
seria retangular, formando uma malha estruturada cartesiana, na qual as variaveis
estariam armazenadas no centro. Além disso, nessa etapa, optou-se por utilizar uma
malha desencontrada, para a qual cada uma das trés variaveis teria sua propria malha
numeérica. Dessa forma, os centros dos volumes de controle das malhas das variaveis
u e v coincidem com as faces dos volumes de controle onde estdo armazenadas as

pressées, como mostra a Figura 25.
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Figura 25 - Volumes de controle para cada variavel
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Fonte: Adaptado de Ferziger e Peric (2002, pg. 189).

3.2.3 Discretizacdo das equacdes
Apos a definicdo da malha numeérica, foi realizada a discretizacéo das equacdes
governantes (Equacbes 46 a 48) que foram implementadas no cédigo numérico. As

equacodes, repetidas aqui por simplicidade, sao:

- Momento na direcao x:

p(i—?+ug—z+v2—z)=—g—z+u(f—xu+f—;) (61)
- Momento na direcao y:
v v v ap ’v 9w
p(g+ua+va—y)=—5+u(3+g) (62)
- Conservacao da massa:
%0 4 dpu 96V _ (63)

at ox ady

Nas Equacdes 61 e 62, os termos relacionados a gravidade foram omitidos por

simplicidade.
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Partiu-se entédo, para o processo de integracdo das equacgdes em relagao ao
espaco e ao tempo. Comecando com a equacgao da quantidade de movimento na
direcéo x (Equacéo 61), ela foi integrada em relag&o ao volume de controle P mostrado
na Figura 25.b. Nela, é possivel observar que as faces possuem indices minusculos,
a saber: e (leste), w (oeste), n (norte) e s (sul). Ja as componentes das velocidades
nos centros dos volumes adjacentes receberam os mesmos indices, porém escritos

em maiudsculo.

fV o (pu)dV dt + f — (puu)dV dt+ [, tdi (pvuw)dV dt =
dp d du
" dVdva,tdx( )dth+thd (u E)dth (64)

O resultado da Equacéo 64 € a Equacao 65:

ppUp— PpUP ) ) ) )
PEEPPEER & puly|oud — pulylyu + pobx|,uf) — pvAx|gu

ou 6 ou o
= ply - . uAy5|w+qu |

| AxAy (65)

E importante observar na Equac&o 65 que é empregado o termo O sobrescrito
nas variaveis. Esse termo indica em qual nivel de tempo as variaveis estdo sendo
analisadas. Quando 0 equivale a zero, como é o caso do primeiro termo do lado
esquerdo, ele indica que os valores utilizados para aquela variavel sdo da iteracao
passada. Agora, se 0O for igual a 1, ele indica que o valor da variavel sendo utilizado
sera o da iteracdo atual.

A escolha do valor de ® acarreta em diferentes formulacGes para a equacao

discretizada. Para o modelo proposto nesse trabalho, optou-se pela utilizacdo do
termo valendo 1, gerando uma Formulacdo Totalmente Implicita, que, conforme
Maliska (2008), € a mais utilizada para solu¢cdo numérica na dinamica dos fluidos, pois
permite a utilizacdo de intervalos de tempo (At) maiores.

Uma vez obtido o resultado da integral em torno do volume de controle centrado
em P, foi necessério definir qual método de interpolacéo seria utilizado para os termos

convectivos (lado esquerdo da Equacao 68) e difusivos (lado direito da Equacéo 65).
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Seguindo a metodologia descrita por Patankar (2009), e apresentada a seguir, optou-
se pelo esquema Power-law, descrito na se¢ao 2.2.6.3.

Dessa forma, a Equacgéo 65 foi reescrita substituindo-se os termos difusivos e
convectivos pelo esquema de interpolagéo, e apés algumas modificacdes, obteve-se
a Equacao 66:

Apup = AEuE + AWuW + ANuN + ANuN + b— Z_zAxAy (66)

Na qual, os termos convectivos e difusivos referentes a cada face foram

agrupados, gerando os coeficientes “A”, sendo eles:

Ap = D A(|R.]) + [-F.,0] (67a)
Ay =D, A(|R,|) + [F,,0] (67b)
Ay = DL A(IR,D + [-F,, 0] (67c)
As = D;A(IR) + [-F, 0] (67d)

Nas equacles acima, os termos difusivos foram representados pela letra D e
os termos convectivos pela letra F. Além disso, utilizou-se a notacdo A(|P]), que
representa a funcéo de interpolacdo. Cada um desses termos sera definido a seguir,

juntamente com os demais termos presentes na Equacéo 66.

0
AQ = Ppaxdy (68a)
At
b= A%uY (68b)
A
Fe = (pu)eAy; De = % (68d)
F, = (pw),by, D, = “2 (68e)

Ax
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Fo=(pv)adx,  Dp= b (68f)
F=(pv)sbx,  Dy= b (680)
A(IPD = [0,(1 - 0.1|P)5] (68h)

Alguns detalhes importantes podem ser percebidos. O primeiro, € que na
Equacéao 66 o gradiente de presséo nao foi discretizado. Isso aconteceu porque esse
termo receberd um tratamento diferente, na préxima sec¢éo, devido ao acoplamento
entre pressao e velocidades.

A respeito dos termos que aparecem entre chaves nas Equacbes 67 e 68h,
essa notacao indica que sera utilizado o maior resultado entre os dois valores
informados dentro delas. Por fim, em relacdo aos valores das velocidades u e v
utilizadas nos termos difusivos e convectivos para faces do volume de controle, é
necessario realizar uma meédia entre dois pontos adjacentes da malha numérica e
utilizar esse resultado nesses termos, uma vez que se conhece as velocidades
somente no centro dos volumes de controle e ndo nas suas faces.

Em relacdo a equacdo do momento para a direcdo y (Equacdo 62), foi
empregado o mesmo procedimento descrito para a equagao do momento em x. Dessa
forma, apos a integracdo da equacéao em relacao ao volume de controle representado
na Figura 25.c, substituiu-se os termos convectivos e difusivos e entdo os valores

foram agrupados, resultando na Equacao 69.

APUP = AEUE + AWUW + ANUN + ANVN + b - Z_ZAxAy (69)

Pode-se perceber que a Equacdo 69 apresenta a mesma estrutura da Equacéo
66, sendo que as Unicas alteracdes foram em relacdo a varidvel que esta sendo
calculada, bem como no termo referente ao gradiente de pressdo. Todos o0s
coeficientes “A” sdo calculados da mesma maneira que para a equagao do momento
em X, seguindo as Equacgdes 67 e 68. O unico termo que sofre alteracao € o termo b,

gue passa a ser definido como
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b= A% (70)

Apés finalizar a discretizacdo das equaces do momento, foi realizado o
mesmo procedimento para a equacgao da continuidade (Equacao 63). Inicialmente, ela
foi integrada em relagcéo ao volume de controle em que estd armazenada a informacao
da pressao (Figura 25.a), para a qual as velocidades u e v estdo localizadas nas

quatro faces, resultando na Equagéo 71.

dp d d
fv,tEdV dt + fV,ta (pw)dV dt + fv,ta (pv)dV dt

= % + [(pwe — (Pww 1Ay + [(pv)n — (pV)sldx =0 (71)

Na Equacéo 71, conforme indica Patankar (2009), sdo utilizadas as velocidades
atuais quando se segue 0 esquema totalmente implicito, que foi empregado para este
algoritmo.

A equacao da continuidade discretizada (Equacédo 71) ndo é utilizada em
nenhum momento como equacao para se obter as velocidades atualizadas, sendo
seu papel principal, o de restringir o campo de velocidades para que ele seja fiel a
fisica do problema (MALISKA, 2014).

3.2.4 Solucéo para o acoplamento Pressao-Velocidade

Com a discretizacao das Equacdes de Navier-Stokes feitas, foi preciso buscar
uma solucéo para o acoplamento Presséo-Velocidade, comentando na secao 2.2.5.
O primeiro passo para isso foi a escolha da malha desencontrada, o que fez com que
0S pontos nos quais as pressodes e as velocidades fossem armazenadas estivessem
intercalados. Dessa forma, o gradiente de pressdes atua entre faces do volume de
controle das velocidades, e, conforme Maliska (2014), age como for¢ca motriz para o
movimento do fluido.

Porém, pressao nao possui uma equacao propria que a faga avancgar no tempo,
como é o caso para as componentes de velocidade u e v que possuem as equacdes
do momento. Dessa forma, se faz necessario o desenvolvimento e a aplicacdo de uma
equacao para a pressao que faca com que o processo evolua a cada iteragao, sempre

respeitando a equacgao da continuidade (MALISKA, 2014).
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O método escolhido para solu¢cdo do problema de acoplamento foi o Método
Prime (Pressure Implicit Momentum Explicit), proposto por Maliska (2014), que segue
um processo iterativo de aproximacgdes dos campos de velocidade, calculo do campo
de pressdes e entdo correcéo do campo de velocidades.

Primeiramente, parte-se das equacdes de Navier-Stokes discretizadas para se
obter equacdes de correcdo, as quais serao utilizadas para avancar o valor das
velocidades no tempo. Assim, considerando a Figura 26, na qual a pressao esta
armazenada no centro do VC e as velocidade u e v em suas faces, a equacéo de

correcao pode ser escrita como

U = U, — &g(PE - Pc) (72)
v, = Uy — CZ?Z(PN - Pc) (73)

Figura 26 — Volume de controle para a pressao
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Fonte: Moukalled, Mangani e Darwish. (2016, pg. 579).

Os termos 1, e 7, presentes nas Equacdes 72 e 73 representam 0s demais
termos presentes nas equacdes de Navier-Stokes discretizadas (EQUACOES 66 e
69) que foram agrupados. Esses termos podem ser considerados como velocidades

intermediarias entre a iteragdo atual e a préxima, os quais serdo utilizados juntamente
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com a presséo, nas Equacdes 72 e 73, para descobrir os valores atualizados das

componentes de velocidade. Eles s&o obtidos da seguinte forma:

~ Agup+Ayuy+Anuny+Asug+b

Up = Ap (74)
A~ A +A +A +Agvs+b
Dp = eVETAwVw AanN sVs (75)

Deve-se tomar cuidado nessa etapa, uma vez que as velocidades
intermediarias sao calculadas em relacdo ao volume de controle para o qual as
equacdes de momento foram integradas (FIGURA 25.b e FIGURA 25.c) e ndo em
relacéo ao volume de controle no qual esta armazenada a pressao.

Feito isso, também foi preciso de uma equacao para avancar a pressao no
processo iterativo. Uma maneira citada por diversos autores (FERZIGER; PERIC,
2002; MALISKA, 2014; PATANKAR, 2009; VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007) &
utilizar a equacdo da continuidade, para o volume de controle no qual esta
armazenada a pressao, e dentro dela substituir as Equacdes 72 e 73 nos termos em
gue aparecem as velocidades. Dessa forma, se obtém uma equacao para a pressao

representada por

acP; = a,Py + a,Py + a,Py + a,P, — V.V (76)

“an

Na qual, as constantes “a” representam os coeficientes nas faces dos volumes
de controle para o campo de pressoes, diferentemente dos coeficientes para os
volumes de controle para as velocidades que sao representados como “A”, e sao

expressos por

2

a, = —pjf (77a)
pAy?

ClW = A_” (77b)
2

a, = 225 (77¢)

An
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Ax?
= (77d)
V.V = [(pD)y, — (p) Ay + [(pD)s — (pD)y]AX (77e)

A Equacdo 76 gera um sistema linear que precisa ser resolvido através de
algum método especifico, o qual seréa descrito na préxima se¢do. Ademais, percebe-
se na equacdo o aparecimento do termo V.V. Ele é conhecido como dilatagéo e
influencia no ajuste da presséo. Caso a dilatacao seja positiva, o fluxo de massa esta
deixando a célula, e caso ela seja negativa, h4 um fluxo entrando. Com isso, deve-se
alterar o valor da presséo, aumentando-a ou diminuindo-a, para que ela se adeque a
situacdo (FORTUNA, 2012). Esse processo é realizado durante a resolucdo da
Equacéao 76.

Nos coeficientes da presséo, nas Equacdes 77a — 77d, o termo no divisor A% é
o coeficiente central obtido para o volume de controle das velocidades. Dessa forma,
0 sobrescrito indica de qual volume de controle ele esta sendo utilizado, u ou v, e 0
subscrito indica em qual face a componente de velocidade esta localizada.

Por fim, tendo obtido o valor atualizado do campo de presséo, volta-se para as
Equacbes 72 e 73 e é possivel entdo calcular o campo de velocidades para a proxima
iteracdo, na qual esse processo se repetira até atingir um estado estacionario, no qual

a variacdo dos campos de pressao e velocidades seja minimo.

3.2.5 Resolucéo do sistema linear encontrado

Obtida a equacédo para avancar a pressao em cada iteracao, foi necessario
escolher um método matematico para resolver a Equacéo 76, uma vez que ela gera
um sistema linear. Por se tratar de uma matriz esparsa, em que a maioria dos
coeficientes em cada linha €& zero, optou-se por utilizar um método iterativo de
resolucdo de sistemas lineares, especificamente o algoritmo de Thomas, conhecido
também como algoritmo da matriz tri-diagonal (TDMA).

De acordo com Versteeg e Malalasekera (2007), esse algoritmo é um método
direto para sistemas em problemas unidimensionais, mas que pode ser aplicado
iterativamente linha a linha, para resolver problemas em mais dimensdes, e é

vastamente aplicado na CFD.
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O algoritmo foi aplicado as linhas verticais da malha numérica, e funciona da
seguinte forma: comecando pelo né inferior da primeira linha dentro do dominio, é
realizado um processo de eliminacdo pela remoc¢do de variaveis através de técnicas
algébricas. Esse processo € feito né por no, avancando verticalmente até ser
alcancado o né superior, para o qual o valor da presséo é conhecido devido a condi¢ao
de fronteira. Entdo, € realizado o caminho reverso, substituindo-se os valores das
pressdes obtidos nas equacgbes anteriores. Apés uma linha ser concluida, repete-se o
procedimento para a linha seguinte, até que todo o dominio seja varrido. Esse
procedimento pode ser repetido diversas vezes, até que um critério de convergéncia
seja atendido.

Para o presente cédigo numérico, foi escolhido como critério de convergéncia

a seguinte equacéo, apresentada por Maliska (2009):

pk+1_gk

2 <€ (78)

Na qual € representa o critério de parada e R = 0,,4x — Omin- Dessa forma, o
critério diz que o modulo da diferenca entre o valor da variavel na iteracao atual menos
o valor da variavel na iteracdo anterior para um determinado ponto, divido pela
diferenca entre o maior e o menor valor dentre todos os valores obtido na iteracao
anterior, precisa ser menor que um critério de parada pré-estabelecido.

O critério de convergéncia anterior também foi utilizado como parametro para
verificar se a simulacao ja havia alcancado o regime permanente ou se ainda estava
em regime transiente. Para isso, ap0s cada iteracdo em que foram obtidos os valores
atualizados das velocidades u e v, estes eram comparadas com os valores da iteracéo

anterior, para verificar a convergéncia ou ndo do processo.

3.2.6 Implementacao e verificacdo dos dados

Nessa etapa, foram implementados todos o0s passos desenvolvidos até aqui em
um cédigo numérico, para ser possivel realizar as simulagdes. O cédigo numérico foi
desenvolvido em linguagem de programacéo Python, devido a facilidade caracteristica
da linguagem, bem como sua vasta quantidade de bibliotecas disponiveis e esta

disponivel para consulta no Apéndice A.
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Tendo realizado a implementacdo do coédigo, foram realizados testes e
simulacg@es para a validacéo e verificacdo do funcionamento do cddigo. Para isso, foi
utilizada a situacdo do escoamento dentro de uma cavidade com tampa movel, que
apresenta uma vasta literatura e documentacdo de dados, e por isso é comumente
utilizada para a validacao de algoritmos na DFC.

Por fim, na Figura 27 é apresentado um fluxograma das etapas realizadas pelo

algoritmo.

Figura 27 — Etapas do cédigo numérico criado

[ Inicio do programa

[ Inicializacdo das ‘
varidveis

Y
[ Calcular os coeficientes das equacdes
de movimento parauev
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Calcular as velocidades
intermediarias iie

( Iterar novamente ‘

-~
Y

[ Calcular a Pressdo ‘

h J

L Corrigir as velocidade W

Converge?

Sim

( Finalizar o algoritmo

Fonte: Do autor (2020).
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4 ANALISE DOS RESULTADOS

Neste capitulo, serdo apresentados os resultados obtidos com a
implementagcdo do codigo numérico. Para validar o funcionamento do codigo, foi
simulado o escoamento dentro de uma cavidade com tampa moével, e os resultados

obtidos foram comparados com os disponiveis na literatura.

4.1 Escoamento em cavidade com tampa movel

No escoamento em cavidade com tampa moével, o fluido se encontra
inicialmente parado dentro da cavidade, quando a parte superior comeca a se mover
com velocidade horizontal constante. Devido a esse movimento, e a condicdo de nao
deslizamento, a camada de fluido que esta em contato com a tampa passa a se mover
com a mesma velocidade, fazendo com que o restante do fluido no interior da cavidade
comece a circular.

Na Figura 28, esta representada a situacdo, na qual sdo apresentadas as
condi¢cBes de contorno para as componentes de velocidade. Nesse problema, supdem
se gque, além da velocidade, no instante inicial a pressédo também é zero, ndo havendo,

portanto, diferenca de pressédo que gere movimento.
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Figura 28 — Representacao do escoamento
dentro de uma cavidade com tampa movel
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Fonte: Do autor (2020).

Conforme apontam Roy, Anand e Doniz (2015), essa situacdo tem sido
vastamente utilizada como problema de referéncia para a validacéo e verificacdo de
algoritmos que implementam as equacfes de Navier-Stokes. Isso se deve,
principalmente, pela geometria simples do problema, juntamente com a facilidade de
aplicacao das condi¢des de contorno, e também a rica fisica do problema, que envolve
regides de recirculacédo e o balanceamento dos termos convectivos e difusivos.

Para a realizacdo das simulacfes, adotou-se a velocidade de 1 m/s para a
tampa movel. Além disso, as dimensdes da cavidade foram consideradas unitarias.
Foram empregados diferentes nimeros de Reynolds, com os quais foram obtidos os
perfis de velocidade das componentes u e v nos eixos centrais da cavidade. Os
numeros de Reynolds utilizados foram de 100, 400, 1000 e 3200, e as simulacdes
foram realizadas em uma malha de 129 x 129 volumes de controle e a variacdo de
tempo adotada foi de 0.01 segundos.

Os resultados obtidos foram comparados com dois trabalhos diferentes. O
primeiro, realizado por Ghia, Ghia e Shin (1982), € muito utilizado como referéncia
para estudos de escoamentos em cavidade. Nesse trabalho, os autores utilizaram o
método das Diferencas Finitas para a discretizacdo das Equacfes de Navier-Stokes,
juntamente com técnicas multigrid para a resolucéo das equacdes algébricas, e assim

obtiveram os campos de velocidades para diversos nimeros de Reynolds.
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O outro estudo utilizado para comparacédo, que também fez uso dos dados
obtidos por Ghia, Ghia e Shin (1982), foi realizado por Roy, Anand e Donzis (2015).
Nele, os autores utilizaram técnicas de computacdo paralela, combinadas com o
meétodo multigrid para obter, também, os campos de velocidades para diversos
nameros de Reynolds. Os dados foram obtidos com uma malha de 1024 x 1024, e os
resultados foram disponibilizados ao final do trabalho com o intuito de serem utilizados

como parametros de comparacao em novos estudos.

4.1.1 Campo de velocidades

Na Figura 29, sédo apresentados os campos de velocidades obtidos para os
diferentes numeros de Reynolds utilizados, ap0s 0 escoamento entrar em regime

permanente.

Figura 29 — Campos de velocidade para diferentes numeros de Reynolds
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Fonte: Do autor (2020).

Analisando a Figura 29, é possivel perceber a diferenca nos campos de
velocidade em funcéo do nimero de Reynolds. Na Figura 29.a, quando Re = 100, as
maiores velocidades estao localizadas na parte superior direita. Além disso, observa-
se que ha aformacéo de um vortice, representado pela pequena area circular proxima
a essa regiao, em torno do qual o fluido esté circulando.

Conforme o numero de Reynolds aumenta, percebe-se pelas figuras que o
vortice se movimenta, aumentando de tamanho, e se estabelece na regidao central. O
campo de velocidades acompanha esse movimento e passa a se distribuir em torno
dessa regido, escoando no sentido horario.

Ainda em relacdo as velocidades, também é perceptivel que a velocidade
maxima do escoamento esta sempre localizada junto a tampa, devido a condicdo de
n&o deslizamento do fluido. E essa condicdo que faz com que o fluido circule em torno
do vértice central, uma vez que no instante inicial ocorre a difusdo da velocidade entre
as camadas adjacentes de fluido, que, por consequéncia, comeg¢am a se movimentar
na mesma direcao da tampa até encontrarem a parede da cavidade, na qual o fluido

é forcado a se movimentar em outra direcao devido a barreira imposta.

4.1.2 Campo de pressodes

Além do campo de velocidades, também foi analisado o campo de pressfes

gerado em cada simulagéo, conforme é apresentado na Figura 30.
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Figura 30 — Campos de presséo para diferentes numeros de Reynolds
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Analisando as informacfes, observa-se que na Figura 30.a o campo de
pressées no interior da cavidade € praticamente igual em todos o0s pontos,
apresentado apenas variacdes nos cantos superior direito e esquerdo, nos quais
encontram-se 0s pontos de pressdo maxima e minima, respectivamente.

Na Figura 30.b, nota-se que o campo de pressdes sofre pequenas variacdes
também na regido central da cavidade, onde passa a apresentar uma coloracdo mais
escura que nas demais regides. Essa variacdo na regiao central aumenta conforme o

namero de Reynolds cresce (FIGURAS 30.c e 30.d), indicando que ali existe uma
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zona de baixa pressé&o. E nessa regifo que se encontra o vortice central, ao redor do
qual o fluido escoa.

Além disso, é perceptivel que no canto superior direito, em todas as situacgées,
existe uma pequena regido onde a pressao é maior. Isso ocorre devido ao fato de que
o fluido escoando em contato com placa mével tem seu movimento restringido
naquela &rea, sendo forcado a se mover para baixo, isso faz com que haja 0 aumento
da presséo para evitar o acumulo de massa naquele ponto.

Na direcdo oposta, no canto superior esquerdo, surge uma area de baixa
presao devido as condi¢des impostas pelo escoamento for¢cado. Essa regido é visivel
principalmente nas Figuras 30.a e 30.b, nas quais o nuamero de Reynolds é

relativamente pequeno.

4.1.3 Perfil das componentes de velocidade

Conforme comentado no comeco do capitulo, foram realizadas quatro
simulacdes, para numeros de Reynolds de 100, 400, 1000 e 3200, utilizando uma
malha de 129 x 129 volumes finitos. Com os resultados, foram gerados graficos das
componentes de velocidade u e v nos eixos centrais da cavidade, e os perfis obtidos
foram comparados com os de Ghia, Ghia e Shin (1982) e Roy, Anand e Donzis (2015).

A seguir, nos Gréfico 1 a 4, encontram-se as comparacdes dos perfis de
velocidade da componente u em relacdo ao eixo vertical na posicdo central da

cavidade, para as quatro simulacdes.

Grafico 1 — Perfil da componente velocidade u para Re = 100
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Fonte: Do autor (2020).
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Gréfico 2 — Perfil da componente de velocidade u para Re = 400
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Fonte: do autor (2020).

Grafico 3 — Perfil da componente de velocidade u para Re = 1000

1,0

0,8

—resente trabalho

>
0.2 @ Ghia, Ghiae Shin (1982)
*  Roy, Anand e Donzis (2015)
0,0
-0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Velocidade u (m/s)

Fonte: do autor (2020).

Grafico 4 — Perfil da componente de velocidade u para Re = 3200
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Da mesma forma, foram elaborados os graficos da componente da componente
de velocidade v para os diferentes nimeros de Reynolds, em relacdo ao eixo

horizontal na posi¢éo central da cavidade, apresentados nos Graficos 5 a 8.

Gréfico 5 - Perfil da componente de velocidade v para Re = 100
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Fonte: Do autor (2020).

Grafico 6 — Perfil da componente de velocidade v para Re = 400
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Gréfico 7 — Perfil da componente de velocidade v para Re =1000
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Grafico 8 — Perfil da componente de velocidade v para Re = 3200
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Comparando os resultados obtidos nas simula¢cdes com os encontrados ha
literatura, € possivel perceber que o algoritmo implementado obteve resultados bem
préximos, especialmente para as situacdes em que foram utilizados os numeros de
Reynolds de 100 e 400, conforme demonstram os Graficos 1, 2,5 e 6.

Analisando os gréficos, percebe-se que a partir de Re = 100, os resultados
obtidos apresentam valores um pouco menores que 0s encontrados na literatura,
especialmente nas regifes de velocidade maxima e minina, situacdo bem evidente no
Grafico 3. Mesmo assim, o perfil de velocidades obtido continua seguindo 0 mesmo
padrao dos dados obtidos na literatura.

Por fim, aponta-se que a maior discrepancia entre os dados ocorreu quando o

nimero de Reynolds utilizado foi de 3200 (GRAFICOS 4 e 8). Da mesma forma que
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para Re = 100, o perfil de velocidades gerado segue o mesmo padrdo dos dados
apresentados na literatura, porém, nas regifes de velocidade maxima e minima ele
esta um pouco suavizado.

Com isso, buscou-se verificar qual foi a porcentagem de variacao entre o maior
valor obtido para as velocidades maximas e minimas, comparando os estudos de
Ghia, Ghia e Shin (1982) e Roy, Anand e Donzis (2015) com os valores obtidos no
presente trabalho. Os resultados foram dispostos na Tabela 1, na qual também

apresenta-se a variagdo entre os resultados dos dois estudos.

Tabela 1 — Comparacéo das velocidades maxima e minima para diferentes nUmeros
de Reynolds.

Re = 100
Dados: U min. y min. V max. X max. V min. X min.
1 - Presente trabalho -0,20785 | 0,4767 | 0,16652 | 0,2442 | -0,24056 | 0,8178
2 - Ghia, Ghia e Shin (1982) -0,2109 | 0,4531 | 0,17527 | 0,2344 | -0,24533 | 0,8047
3 - Roy, Anand e Donzis (2015) - - - - - -
Variacdo entre 2 e 3: - - -
Variacdo maxima: 1,4% 5,0% 1,9%
Re =400
Dados: U min. Y min. V max. X max. V min. X min.
1 - Presente trabalho -0,31576 | 0,2907 | 0,28835 | 0,2364 | -0,43956 | 0,8643
2 - Ghia, Ghia e Shin (1982) -0,32726 | 0,2813 | 0,30203 | 0,2266 | -0,44993 | 0,8594
3 - Roy, Anand e Donzis (2015) - - 0,27667 | 0,145 | -0,45381 | 0,8647
Variacao entre 2 e 3: - 8,4% 0,86%
Variacdo maxima: 3,5% 4,5% 3,1%
Re =1000
Dados: U min. Y min. V max. X max. V min. X min.
1 - Presente trabalho -0,35445 | 0,1744 | 0,34383 | 0,1589 | -0,49845 | 0,9109
2 - Ghia, Ghia e Shin (1982) -0,38289 | 0,1719 | 0,37095 | 0,1563 | -0,5155 | 0,9063
3 - Roy, Anand e Donzis (2015) | -0,38717 | 0,1802 | 0,37494 | 0,145 | -0,52674 | 0,9106
Variagdo entre 2 e 3: 1,1% 1,1% 2,1%
Variagdo maxima: 8,5% 8,3% 5,4%
Re = 3200
Dados: U min. Y min. V max. X max. V min. X min.
1 - Presente trabalho -0,33397 | 0,0969 | 0,31915 | 0,1124 | -0,48406 | 0,9496
2 - Ghia, Ghia e Shin (1982) -0,41933 | 0,1016 | 0,42768 | 0,0938 | -0,54053 | 0,9453
3 - Roy, Anand e Donzis (2015) | -0,43449 | 0,1001 | 0,43135 | 0,0903 | -0,5564 | 0,9399
Variagado entre 2 e 3: 3,6% 0,8% 2,9%
Variagdo maxima: | 23,1% 26,0% 13,0%

Fonte: Do autor (2020).



78

Analisando os dados apresentados na Tabela 1, percebe-se que o a variagédo
entre os resultados obtidos com as simula¢des para numeros de Reynolds de 100 e
400 é pequena, sendo que o maximo valor de erro encontra foi de 5%.

Para as simula¢cdes com numeros de Reynolds mais elevados, o erro entre 0s
resultados obtidos na simulagéo e os da literatura comeca a aumentar. Na simulagao
com Re = 1000, a diferengdo maxima entre os valores pode ser considerada como
aceitavel, chegando a 8,5% de variacdo na velocidade da componente u.

A situacdo que apresentou a maior variagdo, como € possivel visualizar nos
Gréficos 4 e 8, foi na situagdo em que Re = 3200, na qual o erro entre os resultados
chegou a um valor maximo de 26% em relacao a velocidade maxima da componente
V.

Em relacéo a essa grande diferencas entre os dados para Re = 3200, Erturk,
Corke e Gokc¢ol (2005) comentam que a precisdo de um modelo numérico depende
principalmente do tamanho da malha utilizada, das condi¢des de contorno e da ordem
do esquema numérico empregado. Além disso, os autores também apontam que para
baixos numeros de Reynolds (Re = 1000), os resultados encontrados na literatura
utilizando diferentes métodos numeéricos apresentam boas aproximacgdes entre si.
Porem, para nameros de Reynolds superiores a 1000, as solucdo apresentam
discrepancias, devido ao métodos matematicos empregados e o refinamento da
malha.

Dessa forma, a grande variacdo encotrada ao se utilizar Re = 3200 pode-ser
explicada pelo tamanho da malha numérica utilizada, bem como pelo modelo
matematico utilizado, uma vez que Ghia, Ghia e Shin (1982) e Roy, Anand e Donzis
(2015) empregaram metodologias diferentes e técnicas mais avancadas para obterem
seus resultados.

Buscando verificar a influéncia do tamanho da malha nos resultados finais, as
simulacdes para os numeros de Reynolds de 1000 e 3200 foram refeitas, dessa vez
utilizando uma malha numérica um pouco mais refinada que a anterior, contendo 200
x 200 volumes de controle.

Os resultados dos perfis de velocidades da componente u sdo apresentados

nos graficos 9 e 10.
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Gréfico 9 - Perfil da componente de velocidade u para Re = 1000 com malha de 200
x 200
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Fonte: Do autor (2020).

Grafico 10 - Perfil da componente de velocidade u para Re = 3200 com malha de
200 x 200
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Fonte: Do autor (2020).

Os perfis de velocidades da componente v obtidos nas novas simulacdes sao
apresentados nos Graficos 11 e 12.
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Gréfico 11 - Perfil da componente de velocidade v para Re = 1000 com malha de
200 x 200
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Grafico 12 - Perfil da componente de velocidade v para Re = 3200 com malha de
200 x 200
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Fonte: Do autor (2020).

Observando os graficos de velocidade das componentes u e v para Re = 1000
(GRAFICOS 9 e 11), percebe-se que com o aumento da malha numérica, os
resultados obtidos estdo mais préoximos dos resultados da literatura do que quando se
utilizou a malha de 129 x 129 (GRAFICOS 3 e 7).

O mesmo pode ser dito para os Graficos 10 e 12 para Re = 3200. Os valores
obtidos ainda apresentam uma variacdo perceptivel quanto aos resultados da
literatura, porém, essa variacdo aparenta ser menor quando comparada com os perfis
dos Graficos 4 e 8.

Para verificar a variacdo entre os resultados, realizou-se o0 mesmo

procedimento anterior, no qual foram calculadas as diferencas entre os maiores
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valores dos dados obtidos na literatura e os valores obtidos na simulagdo. Os

resultados estao dispostos na Tabela 2.

Tabela 2 — Comparacgédo das velocidades maxima e minima para diferentes nimeros
de Reynolds com malha de 200 x 200

Re =1000
Dados: U min. Y min. V max. X max. V min. X min.
Presente trabalho -0,37011 | 0,1725 | 0,35860 | 0,1625 | -0,51047 | 0,9075
Ghia, Ghia e Shin (1982) -0,38289 | 0,1719 | 0,37095 | 0,1563 | -0,5155 | 0,9063
Roy, Anand e Donzis (2015) | -0,38717 | 0,1802 | 0,37494 | 0,145 | -0,52674 | 0,9106
Variagdo entre 2 e 3: 1,1% 1,1% 2,1%
Variagcdo maxima: | 4,4% 4,4% 3,1%
Re = 3200
Dados: U min. y min. V max. X max. V min. X min.
Presente trabalho -0,36973 | 0,0975 | 0,35888 | 0,1075 | -0,51637 | 0,9475
Ghia, Ghia e Shin (1982) -0,41933 | 0,1016 | 0,42768 | 0,0938 | -0,54053 | 0,9453
Roy, Anand e Donzis (2015) | -0,43449 | 0,1001 | 0,43135 | 0,0903 | -0,5564 | 0,9399
Variacdo entre2e 3: | 3,6% 0,8% 2,9%
Variacdo maxima: | 14,9% 16,8% 7,2%

Fonte: Do autor (2020).

Comparando os erros aproximados obtidos utilizando a malha de 129 x 129
com os da malha de 200 x 200 volumes de controle, verifica-se que houve uma
reducdo dos erros para ambos os numeros de Reynolds utilizados. A principal
variacao foi quando Re = 3200, para o qual observa-se a diminuicédo do erro de 23,1%
para 14,9% da velocidade u minima; e a diminuicéo do erro da velocidade v maxima,
gue variou de 26% para 16,8%, uma reducédo aproximada de 9,2%, o que € uma
reducéo significativa no erro entre os valores medidos para um incremento pequeno
na quantidade de volumes de controle.

Os resultados concordam como que foi apontado por Erturk, Corke e Gokcal
(2005), conforme comentado anteriormente, sobre a precisdo dos resultados do

modelo implementado depender principalmente do tamanho da malha utilizada.
4.1.3 Analise das linhas de corrente
Além dos campos de pressao e velocidades, foram obtidas também as linhas

de corrente do escoamento quando este atingiu o regime permanente. Os resultados

foram comparados com os resultados de Gupta e Kalita (2005), que utilizaram um
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modelo baseado na modelagem das linhas de corrente da velocidade para a resolucao
das equacbes de Navier-Stokes, que foi aplicado para numeros de Reynolds variando
entre 100 e 10000.

Os resultados comparativos para os quatro nameros de Reynolds utilizados

neste trabalho estédo dispostas nas Figuras 31 a 34.

Figura 31 — Comparagéo entre linhas de corrente para Re = 100

Fonte: a) Do autor (2020) e b) Gupta e Kalita (2005, pg. 58).

Figura 32 — Comparacéo entre linhas de corrente para Re = 400

Fonte: a) Do autor (2020) e b) Gupta e Kalita (2005, pg. 58).
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Figura 33 — Comparagéo entre linhas de corrente para Re = 1000

Fonte: a) Do autor (2020) e b) Gupta e Kalita (2005, pg. 58).

Figura 34 — Comparagéo entre linhas de corrente para Re = 3200

Fonte: a) Do autor (2020) e b) Gupta e Kalita (2005, pg. 58).

Analisando as figuras, percebe-se que para todos os numeros de Reynolds
utilizados, as linhas de corrente obtidas estdo de acordo com os resultados
apresentados na literatura, evidenciando que o algoritmo fornece bons resultados
visuais.

Na Figura 31, quando Re = 100, € possivel observar a formacdo de duas
pequenas regides de recirculacdo nos quantos inferiores, enquanto o vortice central,
ao redor do qual o fluido escoa, esta localizado préximo ao canto superior direito.

Conforme o nimero de Reynolds aumenta, essas trés regides se alteram. Para

Re = 400 (FIGURA 32), percebe-se que os dois vortices nos cantos inferiores
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aumentam de tamanho, e o vértice central se desloca mais para baixo. Além disso, é
possivel visualizar, proximo ao canto superior esquerdo, que as linhas de corrente ndo
seguem um padréo circular, mas tendem a se deslocar para aquele canto. ISso ocorre
porque existe, no canto superior esquerdo, uma regido de baixa pressao, conforme
apresentado na andlise dos campos de pressao. Esse padrdo se torna ainda mais
visivel na Figura 33, para Re= 1000. Além disso, as regifes de recirculacao nos cantos
inferiores aumentam ainda mais de tamanho, e o vortice principal se posiciona
proximo a regido central da cavidade.

Por fim, analisando a Figura 32, é possivel perceber que quando Re = 3200, os
dois vortices inferiores aumentam ainda mais de tamanho, e ocorre a formacgéo de
uma quarta regido de recirculacdo, logo abaixo do quanto superior esquerdo,
enguanto o vortice principal permanece na regido central.

Outra comparacao realizada quanto as linhas de corrente, foi com os resultados
obtidos Mega (2009), que realizou estudos experimentais do escoamento de liquidos
sobre cavidades abertas, nos quais foram utilizados corantes para a visualizacéo das
linhas de corrente. Foram comparados os resultados obtidos no presente trabalho
para Re = 3200 com os resultados obtidos por Mega (2009) para Re = 10000,

conforme mostra a Figura 35.

Figura 35 — Comparacédo entre linhas de corrente da simulacdo (Re = 3200) e
experimentais (Re = 10000).

Fonte: a) Do autor (2020) e b) Mega (2009, pg. 55).
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Pode-se observar nos resultados experimentais a formagéo do vortice principal
préximo ao centro da cavidade, bem como as regifes de recirculagdo nos cantos
inferiores. Além disso, Mega (2009) aponta a regido de recirculagdo no canto superior
esquerdo, similar a obtida na simula¢do. Quanto aos niumeros de Reynolds utilizados
em cada situacdo, é necessario destacar que o presente trabalho foi realizado em
uma cavidade fechada, na qual a tampa superior se movia, enquanto no trabalho de
Mega (2009), a cavidade era aberta e havia uma parcela de liquido superior a essa

regido que estava escoando em regime permanente.
4.1.3 Evolugéo temporal do escoamento

Além dos dados obtidos para 0 escoamento no regime permanente, buscou-se
a geracao de dados durante o escoamento em regime transiente, para analisar como
se desenvolveu o campo de velocidade. Assim, na Figura 36 sdo apresentadas as
linhas de corrente para diferentes instantes de tempo, utilizando Re = 3200, até o

regime permanente ser atingido.

Figura 36 — Linhas de corrente em diferentes instantes de tempo para Re = 3200




86

Fonte: Do autor (2020).

Percebe-se que o fluido comeca a se movimentar em funcéo do contato com a
tampa movel, até atingir a parede lateral, na qual é forcado a escoar para baixo devido
a barreira imposta. Isso faz com que se forme um pequeno vortice, visivel no instante
de tempo de 2 segundos.

Com o passar do tempo, esse vortice aumenta de tamanho, e comeca a se
deslocar para o centro da cavidade. Durante esse processo, 0 segundo voértice
comeca a se formar no canto inferior direito, e, conforme o tempo avanca, este
aumenta de tamanho enquanto um terceiro vortice surge na regido inferior esquerda.

Por fim, aproximadamente 50 segundos depois da tampa da cavidade comecar
a se mover, percebe-se a formagcao de um quarto vortice no canto superior esquerdo.
Finalmente, no instante aproximado de 80 segundos, o escoamento atinge o regime
permanente e as linhas de corrente passam a se mostrar estaveis.

Em relacéo ao regime transiente e a quantidade de tempo empregada em cada
simulacdo, sdo necessarios alguns esclarecimentos. A quantidade de tempo gasta
para que o processo iterativo fosse concluido e o regime permanente fosse alcancado
dependeu da quantidade de volumes de controle empregada, bem como do nimero
de Reynolds utilizado e do erro atribuido como critério de parada. O menor tempo para
a conclusdo de uma simulacéo foi de duas horas e meia, para o escoamento com Re
=100 e malha de 129 x 129, no qual foram realizadas 4818 iteracoes.

Em contrapartida, o maior tempo de simulacédo foi de aproximadamente 24
horas e foram realizadas 23859 itera¢cdes, situacdo na qual foi simulado o escoamento
com Re = 3200 e 200 x 200 volumes de controle. Para as demais simulacdes
realizadas, o tempo de simulacdo e o numero de iteracBes variou entre os dois

extremos aprese ntados.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, foi criado um algoritmo numérico para a simulagdo do
escoamento de fluidos Newtonianos, em regime transiente, bidimensionais e
incompressiveis. Para isso, foi necessaria a discretizacdo das equacdes de Navier-
Stokes utilizando o método dos volumes finitos. O codigo numérico foi desenvolvido
utilizando o método PRIME, em uma malha desencontrada, para resolver o problema
do acoplamento presséo-velocidade, e os termos convectivos difusivos foram tratados
com o esquema Power Law. Apds a modelagem matematica, o algoritmo foi
implementado utilizando a linguagem de programacéao Python.

Para a validacdo de novos codigos numéricos, sao simuladas situacdes
especificas que apresentem uma boa quantidade de dados disponiveis na literatura,
com os quais é possivel fazer a comparacéo e verificacdo de erros. Para este trabalho,
optou-se pela utilizacdo do problema da cavidade com tampa movel para validar os
resultados e verificar a sua precisao.

Foram realizadas simulacfes utilizando uma malha de 129X129 volumes de
controle para diferentes niumeros de Reynolds, variando entre 100 e 3200, com as
guais foram obtidos os campos de velocidade, presséao e as linhas de corrente. O
algoritmo mostrou ser bem preciso para 0os numeros de Reynolds de 100 e 400,
porém, para os numeros de Re de 1000 e 3200, ele apresentou algumas divergéncias
em relacdo as velocidades maximas e minimas para cada componente de velocidade.

O refino da malha numérica se mostrou uma solucdo adequada para resolver

esse problema, pois com a utilizacdo de uma malha de 200 x 200, verificou-se que a
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maxima variagao calculada para as componentes de velocidade quando Re = 1000,
diminuiu de 8,5% para 4,4%, enquanto que para Re = 3200 variacdo diminuiu de
aproximadamente 26% para 16,8%.

Os resultados graficos apresentados se mostraram condizentes aos
observados na literatura, constatando que o algoritmo, além da precisdo numérica, se
mostra adequado para as representacfes visuais, 0 que € muito importante nesse tipo
de aplicagéo.

Para estudos futuros, diversas alteragdes podem ser sugeridas. Algumas delas
séo:

- Pode-se alterar o esquema utilizado para o tratamento dos termos convectivos e
difusivos por um esquema de ordem maior, o que fard com que o algoritmo melhore
sua precisao;

- Utilizar outro método para resolver o sistema linear presente na etapa do calculo da
pressao;

- Implementar outros modelos de malha numérica, para a resolucdo de problemas que
envolvam geometrias curvas;

- Melhorar o algoritmo para que ele possa resolver problemas compressiveis, ou
ainda, implementar passos adicionais para que seja possivel simular escoamentos

envolvendo transferéncia de calor.
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APENDICE A - Cédigo numérico desenvolvido

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import time

start_time = time.time()

nx =200 #numero de colunas

ny =200 #numero de linhas

rho =1 #densidade

Ix =1 #comprimento da cavidade
ly =1 #altura da cavidade

dx = Ix/(nx)

dy = ly/(ny)

erro_p = 0.0001 #erro pressdo
erro_t = 0.000001 #erro entre iteracdes
dt = 0.01 #passo de tempo

re = 1000 #numero de Reynolds
mi = 1/re #viscosidade
transiente = True

n = 0 #contador de iteracGes

u = np.zeros((ny+2, nx+1)) #campo de velocidades u

v = np.zeros((ny+1, nx+2)) #campo de velocidade v

u_interm = u.copy() #campo de velocidade u intermediario
v_interm = v.copy() #campo de velocidade v intermediario
u_media = np.zeros((ny+2, nx+2)) #campo de velocidade u auxiliar
v_media = np.zeros((ny+2, nx+2)) #campo de velocidade v auxiliar
pressao = np.zeros((ny+2, nx+2)) #Campo de pressao

u_antigo = u.copy() #armazena velocidade u antiga
v_antigo = v.copy() #armazena velocidade v antiga

#Coeficientes das faces do VC para u
AUN = np.zeros((ny+2, nx+1))

AUs = np.zeros((ny+2, nx+1))

AUl = np.zeros((ny+2, nx+1))

AUo = np.zeros((ny+2, nx+1))

AUc = np.zeros((ny+2, nx+1))
AU_antigo = np.zeros((ny+2, nx+1))
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#Coeficientes das faces do VC para v
AVn = np.zeros((ny+1, nx+2))

AVs = np.zeros((ny+1, nx+2))

AVI = np.zeros((ny+1, nx+2))

AVo0 = np.zeros((ny+1, nx+2))

AVc = np.zeros((ny+1, nx+2))
AV_antigo = np.zeros((ny+1, nx+2))

#Coeficientes das faces do VC para pressao
APnN = np.zeros((ny+2, nx+2))

APs = np.zeros((ny+2, nx+2))

API = np.zeros((ny+2, nx+2))

APoO = np.zeros((ny+2, nx+2))

APc = np.zeros((ny+2, nx+2))

AP_dil = np.zeros((ny+2, nx+2))

#Coeficientes auxiliares
difx = (mi*dy)/dx

dify = (mi*dx)/dy

ap = (rho*dx*dy)/dt

#velocidades nas regides de contorno

Un=1
Us=0
VI=0

Vo=0

def max_value (vall, val2): #funcéo para calcular o valor maximo entre dois nimeros
if vall > val2:
return vall
else:
return val2

def num_peclet (D, F): #Funcéao para calcular o nUmero de Peclet
pe = F/D
resultado = (1 - 0.1*np.abs(pe))**5
return resultado

#cria os pontos para um dos graficos
X = np.zeros(nx+2)
y = np.zeros(ny+2)
x1 = np.linspace(0,Ix,nx+2)
y1 = np.linspace(0,ly,ny+2)
#
for i in range(len(x)):
if i ==1:
X[i] = x[0]+(dx/2)
else:
if i >1:
X[i] = x[i-1] + dx
if i == (nx+1):
X[i] = Ix
#
for i in range(len(y)):
if i==1:



yli] = y[0]+(dy/2)
else:
ifi>1:
yli] = y[i-1] + dy
if i == (ny+1):
yli =ly

XX, Yy = np.meshgrid(x,y)
xx1, yyl = np.meshgrid(x1,y1)

#inicio do processo iterativo
while transiente:
ul[0,:] = 2*Us - u[1,]
u[-1,:] = 2*Un - u[-2,7]
v[:,0] = 2*Vo - v[;, 1]
V[:,-1] = 2*VI - V[:,-2]

#Calcular os coeficientes da vel. U
foriin range(1, ny+1):
for j in range(1,nx):
FI = rho*0.5*(u[i,j] + u[i,j+1])*dy
AUI[ILj] = difx*max_value(0, num_peclet(difx, Fl)) + max_value(-Fl, 0)

Fo = rho*0.5*(uli,j] + u[i,j-1])*dy
AUQ[i,j] = difx*max_value(0, num_peclet(difx, Fo)) + max_value(Fo, 0)

Fn = rho*0.5*(V[i,j] + Vv[i,j+1])*dx
AUN(i,j] = dify*max_value(0, num_peclet(dify, Fn)) + max_value(-Fn, 0)

Fs = rho*0.5*(V[i-1,j] + Vv[i-1,j+1])*dx
AUs]i,j] = dify*max_value(0, num_peclet(dify, Fs)) + max_value(Fs, 0)

AU_antigoli,j] = ap*u_antigoli,j]
AUcli,j] = AUI[i,j] + AUoli,j] + AUn[i,j] + AUs][i,j] + ap
#Calcular os coeficiene da vel. V
foriin range(1,ny):
for jin range(1,nx+1):
FI = rho*0.5*(u[i,j] + u[i+1,j])*dy
AVI[i,j] = difx*max_value(0, num_peclet(difx, Fl)) + max_value(-Fl, 0)

Fo = rho*0.5*(u[i,j-1] + u[i+1,j-1])*dy
AVol[i,j] = difx*max_value(0, num_peclet(difx, Fo)) + max_value(Fo, 0)

Fn = rho*0.5*(V[i,j] + v[i+1,j])*dx
AVn([i,j] = dify*max_value(0, num_peclet(dify, Fn)) + max_value(-Fn, 0)

Fs = rho*0.5%(V[i,j] + v[i-1,j])*dx
AVsJi,j] = dify*max_value(0, num_peclet(dify, Fs)) + max_value(Fs, 0)

AV_antigoli,j] = ap*v_antigoli,j]

AVcli,j] = AVI[i,j] + AVoli,j] + AVn[i,j] + AVSs[i,j] + ap



#Calcula as velocidades intermediarias

u_interm[1:-1,1:-1] = ((AUn[1:-1,1:-1]*u[2:,1:-1]) +
(AUs[1:-1,1:-1]*u[:-2,1:-1]) +
(AUIL:-1,2:-1]*u[2:-1:,20]) +
(AUo[1:-1,1:-1]*u[1:-1,:-2]) +
AU_antigo[1:-1,1:-1])/AUc[1:-1,1:-1]

v_interm[1:-1,1:-1] = ((AVn[1:-1,1:-1])*v[2:,1:-1] +
(AVs[1:-1,1:-1]*v[:-2,1:-1]) +
(AVI[1:-1,1:-1]*v[1:-1,2:]) +
(AVo[1:-1,1:-1]*v[1:-1,:-2]) +
AV_antigo[1:-1,1:-1])/AVc[1:-1,1:-1]

#calcula os coeficientes do campo de pressdo

API[1:-1,1:-2] = (rho*dy*dy)/AUc[1:-1,1:-1]

APO[1:-1,2:-1] = (rho*dy*dy)/AUc[1:-1,1:-1]

APN[1:-2,1:-1] = (rho*dx*dx)/AVc[1:-1,1:-1]

APs[2:-1,1:-1] = (rho*dx*dx)/AVc[1:-1,1:-1]

AP_dil[1:-1,1:-1] = ((rho*(u_interm[1:-1,:-1] - u_interm[1:-1,1:]))*dy
+ (rho*(v_interm[:-1,1:-1] - v_interm[1:,1:-1])*dx))

APc[1:-1,1:-1] = API[1:-1,1:-1] + APo[1:-1,1:-1] + APn[1:-1,1:-1] + APs[1:-1,1:-1]

aux_p2 = pressao.copy()
aux = np.zeros(ny+2)
C_aux = np.zeros(ny+2)
c2_aux = np.zeros(nx+2)
aux2 = np.zeros(nx+2)

#Calcular pressao
t=0
while t < 500:
aux_p2 = pressao.copy()

for jin range(l, nx+1):
A = np.zeros(ny+2)
foriin range(1,ny+1):
Ali] = ((APn[i,j])/(APcli,j] - (APs[i,jJ*Ali-1])))
c_aux[i] = ((APoli,j]*pressaoli,j-1]) +
(API[i,j]*pressac]i,j+1]) +
AP_dil[i,j])
aux[i] = (((APsli,j]*aux]i-1]) + c_aux][i]) /
(APCi,j] - (APS[i,jI*Afi-1])))

for k in range(len(A)-2,0,-1):
pressaolk,j] = (A[k]*pressao[k+1,]]) + aux[k]

resto = np.abs(np.max(pressao) - np.min(pressao))

if (np.max(np.abs(aux_p2 - pressao)/resto)) < erro_p:
break

t=t+1

#salva as velocidades antigas
u_antigo = u.copy()
v_antigo = v.copy()
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#atualiza as velcdades para a nova iteracao

u[1l:-1,1:-1] = u_interm[1:-1,1:-1] + (dy/AUc[1:-1,1:-1])*(pressao[1:-1,1:-2] - pressao[l:-1,2:-
1))

v[1:-1,1:-1] = v_interm[1:-1,1:-1] + (dx/AVc[1:-1,1:-1])*(pressao[1:-2,1:-1] - pressao[2:-1,1:-
1))

u_media[1:-1,1:-1] = (0.5*(u[1:-1,:-1]+u[1:-1,1:]))
u_media[-1,:] = Un

v_medial0,1:-1]=0
v_media[-1,1:-1] =0
v_media[l:-1,1:-1] = (0.5*%(v[:-1,1:-1]+Vv[1:,1:-1]))

dif_u = np.abs(np.max(u_antigo[1:-1,1:-1]) - np.min(u_antigo[1:-1,1:-1]))
dif_v = np.abs(np.max(v_antigo[1:-1,1:-1]) - np.min(v_antigo[1:-1,1:-1]))

#verifica se houve a convergéncia da velocidade

if  ((np.max(np.abs((u[1:-1,1:-1] - u_antigo[1:-1,1:-1])/dif _u))) <= erro_t) and
((np.max(np.abs((v[1:-1,1:-1] - v_antigo[1:-1,1:-1])/dif _Vv))) <= erro_t):
break
else:

#Salva os campos de velocidade e linhas de corrente a cada 200 iteragdes
#é necessario especificar o caminho para a pasta onde elas seréo salvas
n=n+l

print(n)

print('u ',((np.max(np.abs((u[1:-1,1:-1] - u_antigo[1:-1,1:-1])/dif_u)))))
print('v ', ((np.max(np.abs((v[1:-1,1:-1] - v_antigo[1:-1,1:-1])/dif_V)))))
print('u meio ', u[65,65])

if n % 200 == 0:

fig = plt.figure(figsize=(11, 10), dpi = 90)

p = pressao[l:-1,1:-1]

v_absoluta = np.sqgrt(u_media*u_media + v_media*v_media)

plt.imshow(v_absoluta, extent = [0, Ix, O, ly], origin = 'bottom’, interpolation = 'bilinear’,
cmap = 'jet)

plt.colorbar(label = 'Velocidade (m/s)")

plt.streamplot(xx1, yyl, u_media, v_media, color='k', density=2.,linewidth=1.5)

plt.xlim([xx[0,0],xx[0,-1]]) #deixa a linha do grafico colada nele

plt.ylim([yy[0,0],yy[-1,0]])

name = 'C:/Users/Usuario/Documents/Imagens/..." + str(n) + ".jpeg’

plt.savefig(name, dpi = 450)

plt.close()

fig2 = plt.figure(figsize=(11, 10), dpi = 90)

plt.streamplot(xx1, yyl, u_media, v_media, color="k', density=2. linewidth=1.4)
plt.xlim([xx[0,0],xx[0,-1]]) #deixa a linha do grafico colada nele
plt.ylim([yy[0,0],yy[-1,0]])

name = 'C:/Users/Usuario/Documents/Imagens/..." + str(n) + ".jpeg’
plt.savefig(name, dpi = 450)

plt.close()
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#Salva os campos de velocidade, pressao e linhas de corrente finais
#é necessario especificar o caminho para a pasta onde elas seréo salvas

fig = plt.figure(figsize=(11, 10), dpi = 90)

p = pressao[l:-1,1:-1]

v_absoluta = np.sqrt(u_media*u_media + v_media*v_media)
plt.imshow(v_absoluta, extent = [0, Ix, 0, ly], origin = 'bottom’, interpolation = 'bilinear’, cmap =
jet)

plt.colorbar(label = 'Velocidade (m/s)")

plt.streamplot(xx1, yyl, u_media, v_media, color="k’, density=2.,linewidth=1.5)
plt.xlim([xx[0,0],xx[0,-1]])

plt.ylim([yy[0,0],yy[-1,01])

name = 'C:/Users/Usuario/Documents/Imagens/..."' + str(n) + ".jpeg’
plt.savefig(name, dpi = 450)

fig2 = plt.figure(figsize=(11, 10), dpi = 90)

plt.streamplot(xx1, yyl, u_media, v_media, color="k’, density=2.,linewidth=1.4)
plt.xlim([xx[0,0],xx[0,-1]]) #deixa a linha do gréfico colada nele
plt.ylim([yy[0,0],yy[-1,0]])

name = 'C:/Users/Usuario/Documents/Imagens/..." + str(n) + ".jpeg’
plt.savefig(name, dpi = 450)

fig3 = plt.figure(figsize=(11, 10), dpi = 90)

plt.imshow(p, extent = [0, Ix, O, ly], origin = 'bottom’, interpolation = 'sinc’, cmap = 'jet’)
plt.colorbar(label = 'Presséo (Pa)")

nn=4

plt.quiver(xx[::nn,::nn],  yy[::nn,::nn], u_media[::nn,::nn], v_media[::nn,::nn],  color='k’,
linewidth=0.6)

name = 'C:/Users/Usuario/Documents/Imagens/...e' + str(n) + '.jpeg’

plt.savefig(name, dpi = 450)

fig4 = plt.figure(figsize=(11, 10), dpi = 90)

plt.imshow(p, extent = [0, Ix, 0, ly], origin = 'bottom’, interpolation = 'sinc', cmap = 'jet’)
plt.colorbar(label = 'Presséo (Pa)")

name = 'C:/Users/Usuario/Documents/Imagens/..." + str(n) + ".jpeg’

plt.savefig(name, dpi = 450)

print("--- %s seconds ---" % (time.time() - start_time))
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