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NUMEROS COMPLEXOS: UMA ANALISE HISTORICO-
EPISTEMOLOGICA EM FACE DAS CONCEPCOES OPERACIONAL
E ESTRUTURAL DE ANNA SFARD

Wagner Marcelo Pommer!

Resumo: Este artigo teve como objetivo realizar uma andlise do modo como os niimeros complexos
surgiram e se desenvolveram conceitualmente através do eixo histérico-epistemolégico. Como
referencial tedrico utilizamos as trés fases de evolugio dos conceitos matemdticos delineados em
Sfard (1991) - pré-conceitual, operacional e estrutural - quando ocorre o reconhecimento do
objeto matemdtico. O aporte metodolégico se situou na pesquisa documental. Este estudo nos
permitiu apreender que no estdgio pré-conceitual ocorreu um movimento de enfrentamento para
se considerar 2 existéncia das raizes quadradas de niimeros negativos, por meio da adaptagio e
controle as regras habituais de cdlculo. No decorrer do desenvolvimento histérico-epistemolégico
os nimeros complexos foram utilizados como ferramentas para resolver equagoes algébricas, sendo
gradualmente tomados como objeto de estudo, em uma concepgio formal, prépria da Matemdtica
Abstrata, ocorrida no trinsito do estdgio operacional para o estrutural. No campo diddtico a narrativa
desses relatos poderia contribuir para atenuar a resisténcia dos alunos secundaristas em relagio aos
ndimeros complexos. Entendemos que o estudo dos niimeros complexos representa uma possibilidade
de utilizagdo da histéria da Matemdtica como suporte para elucidar como ocorre a formacio e a
estruturacio de conceitos matemdticos.
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COMPLEX NUMBERS: A HISTORICAL-EPISTEMOLOGICAL
ANALYSIS IN FACE OF ANNA SFARD’S OPERATIONAL AND
STRUCTURAL CONCEPTIONS

Abstract: This paper aimed to carry out an analysis of the way in which complex numbers
emerged and conceptually developed through the historical-epistemological axis. As theoretical
reference we used the three phases of mathematical concepts evolution outlined by Sfard (1991)
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- pre-conceptual, operational and structural - when the recognition of the mathematical object
occurs. The methodological support was based on documentary research. This study allowed us
to apprehend that in the pre-conceptual stage there was a confrontation movement in considering
the existence of square roots of negative numbers, through adaptation and control to the usual
calculation rules. During historical-epistemological development, complex numbers were used as
tools to solve algebraic equations, gradually being taken as an object of study, in a formal conception,
typical of Abstract Mathematics, occurring in the transition from the operational to the structural
stage. In the didactic field, the narrative of these reports could help to mitigate the resistance of
high school students in relation to complex numbers. We understand that the study of complex
numbers represents a possibility of using the history of Mathematics as a support to elucidate how
the formation and structuring of mathematical concepts occurs.

Keywords: Complex Numbers; Sfard; Operational design; Structural design.

1 INTRODUCAO

O conhecimento humano sobre os nimeros decorreu de praticas e indagacoes
provenientes de comerciantes, fildsofos e matemdticos das vdrias civilizagoes antigas.
O desenvolvimento histérico permeou o aparecimento dos nimeros naturais,
inteiros, racionais, irracionais, reais e complexos, assuntos inerentes ao curriculo da
Educacio Bdsica.

Do ponto de vista epistemoldgico os nimeros complexos correspondem a
apresentacao de uma estrutura mais ampla que a dos nimeros reais. No campo
da Matemitica isto envolve a introdugao de um novo campo de estudo. Em se
considerando o campo da didética, esse momento poderia situar uma oportunidade
para que os estudantes pudessem reconhecer que a Matemdtica envolve certas
potencialidades. Nesse sentido, Bachtold e Hausberger (2013) ponderam que
os numeros complexos s3o objetos situados na transi¢io entre o Ensino Médio
e a Universidade, por dois motivos. Do ponto de vista institucional os nimeros
complexos:

[...] sdo ensinados no final do ciclo secunddrio e no ingresso na universidade
[...]; do ponto de vista epistemoldgico, na medida em que constituem um
objeto de conhecimento que pode servir como uma iniciagio ao pensamento

matemdtico avancado (BACHTOLD; HAUSBERGER, 2013, p. 78).

Ghedamsi (2017) destaca que os nimeros complexos representam um tema
de dificil compreensao conceitual para alunos da escolaridade bésica. Usualmente,
ap6s uma predominéncia de trabalho com os nimeros reais, ao longo do Ensino
Fundamental e Médio, os livros diddticos introduzem os ndmeros complexos ao
final do 3° ano do Ensino Médio.

Esta forma de abordagem carrega um obstdculo de origem diddtica, pois
no decorrer de toda a escolaridade bdsica estava explicitamente declarada a nao
existéncia da raiz quadrada de um ndmero real negativo, conforme relatam Rosa

(1998) e Lopes, Cabral e Alves (2011).

Da Silva e Bernardino (2019) apontam que os niimeros complexos foram
introduzidos nos programas de ensino brasileiros em 1941, por meio da Reforma
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Capanema. Porém, a partir dessa época, foi usual situar os nimeros complexos, de
modo reservado, no tltimo ano do que atualmente denominamos Ensino Médio,
apds uma extensiva predominancia da apresentacio do conjunto dos niimeros reais,
desde o 8° ano do Ensino Fundamental.

Ao final do século XX os ntmeros complexos estavam descritos nos
Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN), que vingou até meados de 2016. Porém,
apesar de constar deste documento, autores como Carneiro (2004a;b), Fontes e
Muniz (2013) e Puhl e Lima (2014) relatavam que estes eram raramente abordados
na sala de aula do Ensino Médio.

Na atual Base Nacional Comum Curricular, descrita em Brasil (2018), os
nimeros complexos nio sio mencionados, o que configura um cendrio optativo
para abordar esse tema na Educacio Bdsica. Puhl e Lima (2018) destacam que essa
auséncia dos numeros complexos na mais recente proposta curricular nacional
prescrita ocasiona um descompromisso da abordagem desse tema no Ensino Médio,
o que pode acarretar prejuizos na formagio técnica-cientifica em alguns cursos do
Ensino Superior.

Em se considerando os livros diddticos brasileiros do Ensino Médio, Carneiro
(2004a;b) aponta que usualmente a introdu¢io dos niimeros complexos ocorre por
meio da defini¢io, momento em que se apresenta o registro de escrita algébrica na
forma z = a + bi, com @ e ‘D’ niimeros reais, 7 representa a unidade imagindria e
it =-1.

Neste viés, o objetivo deste artigo foi realizar uma andlise do modo como os
ndmeros complexos surgiram e se desenvolveram conceitualmente através do eixo
histérico-epistemoldgico.

2 REFERENCIAIS TEORICOS

Uma importante consideragio se faz com relagao ao fato de que o processo
de aprendizagem em Matemadtica deveria incluir “[...] nio somente os ‘produtos
finais refinados’ da atividade matemdtica, mas também o entendimento de suas
motivagoes implicitas, as agoes de criagio de sentido e os processos reflexivos dos
matemdticos, que buscam a construgio do significado™ (CLARK ez 4/, 2016, p.
136, tradu¢io nossa).

Machado (2004) argumenta que o processo de ensino, em qualquer
disciplina, perpassa o uso da visao histérica do desenvolvimento dos temas, pois
nela se encontram os motivos que levaram estudiosos a conceber ou rejeitar fatos,
conceitos, relagdes e propriedades.

2 “[...] not only the ‘polished products’ of mathematical activity, but also the understanding of
implicit motivations, the sense-making actions and the reflective processes of mathematicians,
which aim to the construction of meaning”.
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A esse respeito, acrescentamos algumas ideias de André Weil (1906-1998),
proferidas no Congresso de Matemadticos de Helsinki, ocasido em que o referido
matemdtico argumentava que o ser humano possui um natural desejo de conhecer
como os conceitos da matemdtica se originaram e desenvolveram ao longo do
tempo. Além disso, o recurso a Histéria da Matemadtica pode ser um potente auxilio
diddtico para incrementar a apresentagio de temas da Matemdtica em sala de aula,
conforme expde Vianna (1998).

Schubring (1997) aponta que o uso de elementos histéricos na sala de aula
pode ocorrer por meio de uma abordagem que coloque em relevo a andlise dos
fatos, conceitos, problemas e demonstragoes envolvidos no processo de génese de
um determinado conhecimento matemdtico. Posteriormente, Schubring (2004)
acrescentaria que o uso de histéria de Matemdtica no ensino desta disciplina
apresenta uma prototeia de complexidade que vai muito além de detectar, recolher,
ordenar e revelar fatos em uma série cronoldgica.

O caminho histérico apresenta uma referéncia epistemoldgica e fonte
de recursos para promover a compreensio de temas do ensino, conforme ilustra
Machado (2001). O mencionado autor elucida que a via histérica se enriquece se
for atrelada ao estabelecimento de uma rede de significagdes, que permite enredar,
tecer significagoes e partilhar significados.

Os significados, por sua vez, sio construidos por meio de relagées
estabelecidas entre os objetos, as nogées, os conceitos. Um significado é
como um feixe de relagoes. O significado de algo ¢ construido falando-se
sobre o tema, estabelecendo conexdes pertinentes, as vezes insuspeitadas,
entre diversos temas. Os feixes de relacoes, por sua vez, articulam-se em
uma grande teia de significacdes e o conhecimento ¢ uma teia desse tipo

(MACHADO, 2001, p. 4).

Temos por hipdtese que o estudo de tépicos em um viés que articule a
Histéria da Matemadtica e a Epistemologia se constitui em um dos elementos que
permite criar um contexto narrativo que possibilita a compreensao dos significados
dos conceitos matemadticos.

Segundo os principios da matemdtica atual, que se fundamentam nos
desenvolvimentos de Hamilton e Cauchy, os niimeros complexos representam uma
estrutura de corpo. Deste modo, um nimero complexo na forma algébrica z = a
+ bi, com 7T sendo a unidade imagindria, representa um Afixo, ou seja, um par
ordenado de nimeros reais (a;b), ou como um vetor no Plano de Argand-Gauss
com origem em (0,0), conforme descreve Maor (2008).

Para o desenvolvimento histérico-epistemolégico do tema dos nimeros
complexos, neste texto, consideramos os pressupostos de Anna Sfard (1991). Para
esta autora, os conceitos, na Matemdtica, seguem trés fases de desenvolvimento.

(1) o estdgio pré-conceitual, no qual os matemdticos estavam se acostumando
a certas operagoes sobre os ntimeros j4 conhecidos [...] as manipulagdes eram
tratadas como eram; como processos e nada mais [...]; (2) um longo periodo
de abordagem predominantemente operacional, durante o qual um novo
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tipo de niimero comegou a emergir dos processos familiares [...], nesta fase, o
nome recém-introduzido do novo ndimero serviu de criptograma para certas
operagoes, em vez de como significante de qualquer objeto ‘real’ [...]; (3) a fase
estrutural, quando o ndmero em questdo foi finalmente reconhecido como
um objeto matemdtico completo (SFARD, 1991, p. 13-14)°.

As reflexdes no terreno epistemoldgico e ontoldgico levaram Sfard (1991)
a considerar que os conceitos matemdticos apresentam duas dimensdes duais e
complementares: a operacional e a estrutural. A autora observa que hd um grande
hiato ontoldgico entre a concepgao operacional e a estrutural, pois a concepgio
operacional é dinimica, detalhada e sequencial, enquanto que a concepgao estrutural
¢ estatica, integrativa e instantinea.

A palavra ‘conceito’ (as vezes substituida por ‘no¢io’) serd mencionada sempre
que uma ideia matemdtica estiver em causa em sua forma ‘oficial’ — como uma
construgio tedrica dentro do ‘universo formal do conhecimento ideal’; todo o
conjunto de representagoes e associagoes internas evocadas pelo conceito — a
contraparte do conceito no ‘universo do conhecimento humano’ interno e
subjetivo — serd referido como uma ‘concep¢ao’ (SFARD, 1991, p.3)*“

Sfard (1991) destaca que na concepgio estrutural ocorre a apresentagio
formal dos conceitos, se parte de uma definigao e se desenvolve uma estrutura de
apresentacio de modo abstrato, hierdrquico e estruturado. Este tipo de apresentagao
nao utiliza defini¢des distintas ou que se fagam abordagens complementares de um
mesmo objeto matematico.

Ver uma entidade matemdtica como um objeto significa ser capaz de se referir
a ela como se fosse uma coisa real - uma estrutura estdtica, existindo em algum
lugar no espago e no tempo. Significa também ser capaz de reconhecer a ideia
‘de relance’ e manipuld-la como um todo, sem entrar em detalhes (SFARD,

1991, p. 3)°.

3 (1) The preconceptual stage, at which mathematicians were getting used to certain operations
on the already known numbers [...] manipulations were treated as they were; as processes and
nothing else [...]; (2) a long period of predominantly operational approach, during which a
new kind of number begun to emerge out of the familiar processes [...], at this stage, the just
introduced name of the new number served as a cryptonym for certain operations rather than
as a signifier of any ‘real’ object [...]; (3) the structural phase, when the number in question
has eventually been recognized as a fully-fledged mathematical object (SFARD, 1991, p. 14,
tradugio nossa).

4 The word ‘concept’ (sometimes replaced by ‘notion’) will be mentioned whenever a mathematical
idea is concerned in its ‘official’ form - as a theoretical construct within ‘the formal universe of
ideal knowledge’; the whole cluster of internal representations and associations evoked by the
concept - the concept’s counterpart in the internal, subjective ‘universe of human knowing’ - will
be referred to as a ‘conception’ (SFARD, 1991, p. 3, tradugio nossa).

5 Seeing a mathematical entity as an object means being capable of referring to it as if it was a
real thing - a static structure, existing somewhere in space and time. It also means being able
to recognize the idea ‘at a glance’ and to manipulate it as a whole, without going into details
(SFARD, 1991, p. 3, tradugio nossa).
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Por outro lado, interpretar uma nog¢ao como concepgio operacional “[...]
implica considerd-lo como uma entidade potencial e nio real, que passa a existir
mediante solicitagdo em uma sequéncia de agoes” (SFARD, 1991, p. 3).° Deste
modo, certo conceito matemdtico pode ser considerado como processo e estrutura
a0 mesmo tempo, o que possibilita haver maior compreensio do préprio tema,
principalmente se considerarmos o campo de ensino-aprendizagem e, especialmente,
se 0 contexto se situar na escolaridade bésica.

Embora ostensivamente incompativeis (como algo pode ser um processo e
um objeto a0 mesmo tempo?), eles sio de fato complementares. O termo
‘complementaridade’ é usado aqui no mesmo sentido que na Fisica, onde
entidades em nivel subatdmico devem ser consideradas tanto como particulas
quanto como ondas para permitir a descricio completa e explicagio dos
fendmenos observados (SFARD, 1991, p. 4-5)".

A seguir, apresentamos a metodologia para fundamentar a andlise histérico-
epistemoldgica dos ndimeros complexos.

3 AMETODOLOGIA

A metodologia adotada nesse estudo se caracterizou como qualitativa,
concretizada a partir da pesquisa documental. Um documento pode ser considerado
como toda forma ou “[...] suporte que contenha informagio registrada, formando
uma unidade, que possa servir para consulta, estudo ou prova. Incluem-se nesse
universo 0s impressos, 0S Manuscritos, os registros audiovisuais e sonoros, as

imagens, entre outros” (APPOLINARIO, 2009, p. 67).

Oliveira (2007) pontua que as pesquisas de estratégia documental tém como
caracteristica o estudo de fonte de dados textos e artefatos de dominio cientifico, tais
como livros, periédicos, enciclopédias, e artigos cientificos, dentre outros. O autor
aponta que um fator importante para quem faz opgao por esse tipo de pesquisa é
se certificar que as fontes a serem pesquisadas ja sao reconhecidamente de dominio
cientifico.

Considerando-se um retrospecto, Si-Silva, Almeida e Guindani (2009)
alertavam que até o final do século XIX, a escola positivista tinha escolhido o
registro escrito como meio oficial de pesquisa. Nesse mote, o “[...] documento
assumia o peso da prova histérica e a objetividade em garantia pela fidelidade ao

mesmo” (SA-SILVA; ALMEIDA; GUINDANTI, 2009, p. 6). Atualmente, a busca

6 “[...] implies regarding it as a potential rather than actual entity, which comes into existence
upon request in a sequence of actions” (SFARD, 1991, p. 3, tradugio nossa).

7 Although ostensibly incompatible (how can anything be a process and an object at the same
time?), they are in fact complementary. The term ‘complementarity’ is used here in much the
same sense as in physics, where entities at subatomic level must be regarded both as particles and
as waves to enable full description and explanation of the observed phenomena (SFARD, 1991,
p. 4-5, tradugio nossa).
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em documentos deve ser utilizada e valorizada, constituindo uma importante fonte
de pesquisa em vista do volume de literatura cientifica disponivel.

A riqueza de informagoes que deles podemos extrair e resgatar justifica o seu
uso em vdrias dreas das Ciéncias Humanas e Sociais porque possibilita ampliar
o entendimento de objetos cuja compreensio necessita de contextualizacio

histérica e sociocultural (SA-SILVA; ALMEIDA; GUINDANTI, 2009, p- 2).

A principal finalidade da pesquisa documental, segundo Gil (2002), ¢é
proporcionar um contato com obras, artigos ou documentos, de modo a ser possivel
levantar as contribuigées cientificas sobre determinado assunto que se deseja
investigar. Nessa perspectiva, Cellard (2008) observa que a andlise de documentos
favorece o processo de maturagio ou de evolugio de individuos, grupos, conceitos,
conhecimentos, comportamentos, mentalidades e préticas.

De acordo com Corsetti (2006), a pesquisa documental apresenta algumas
metas: (a) identificar técnicas ou conceitos; (b) identificar estudos semelhantes
ou precursores ao que se pretende investigar; (c) levantar justificativas; (d) realizar
inferéncias ou comparagdes no material pesquisado. Assim, o ponto principal nas
pesquisas do tipo documental situa que:

[...] o cruzamento e confronto das fontes ¢ uma operacio indispensdvel, para
o que a leitura hermenéutica da documentagio se constitui em operacio
importante do processo de investigagio, j4 que nos possibilita uma leitura
nao apenas literal das informagées contidas nos documentos, mas uma
compreensio real, contextualizada pelo cruzamento entre fontes que se

complementam, em termos explicativos (CORSETTT, 2006, p. 36).

Neste estudo, a pesquisa documental se efetivou por meio da busca de artigos,
dissertagoes e teses que tratavam do objeto ‘ndmeros complexos’, tendo como
prerrogativa uma elucidacio do contexto histérico-epistemolégico do tema em face
da possivel articulagio com a concepgio de Anna Sfard (1991) em relagdo as trés
fases de desenvolvimento dos conceitos: os estigios pré-conceitual, operacional e
estrutural.

Nesse sentido, a seguir, passamos a delinear um percurso histérico-
epistemolégico dos niimeros complexos tomando como elemento de andlise as trés
fases do desenvolvimento dos conceitos de Sfard (1991) e o material coletado na

pesquisa bibliografica.

4 A ANALISE HISTORICO-EPISTEMOLOGICA DOS NUMEROS
COMPLEXOS

Uma importante via de pesquisa, sobre qualquer objeto matemdtico,
requer um estudo sobre as possibilidades diddticas advindas da conjuncio da drea
da Histéria da Matemdtica e do campo da Epistemologia. Nesse viés, torna-se
fundamental analisar o0 modo como os niimeros complexos evoluiram no enfoque
histérico-temporal.
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Inicialmente, em se considerando o ponto de vista da etimologia, a pesquisa
de Franga (2017) destaca alguns aspectos que surgiram no decorrer da Hist6ria da
Matemadtica com relagio ao tema dos nimeros complexos.

Girolamo Cardano (1501-1573 d.C.), médico por profissao, escreveu cerca
de duzentos textos envolvendo diversas 4dreas do conhecimento cientifico, como a
matemadtica, filosofia, musica e outros assuntos. Cardano utilizou o termo ‘ndmeros
sofisticos™® ao realizar estudos sobre o que bem posteriormente se denominou teoria
das equacoes algébricas.

Foi John Wallis’ que descreveu as raizes quadradas de niimeros negativos
como ‘ntmeros absurdos’. Posteriormente, Albert Girard'® denominou os atuais
ndimeros complexos como ‘niimeros inexpliciveis’.

Por sua vez, René Déscartes'' os chamou de ‘ndmeros imagindrios’, Christiaan
Huygens'? como ‘niimeros incompreensiveis’ e, finalmente, Johann Carl Friedrich
Gauss' cunhou o termo nimeros complexos. Esta tltima denominagio de Gauss
— numeros complexos - acabou se tornando o termo oficial para o conhecimento
matemdtico desse tema, a partir de 1831.

Para o desenvolvimento deste texto, foram utilizadas as trés fases de
desenvolvimento dos conceitos, conforme Sfard (1991), para se realizar a andlise
histérico-epistemoldgica do tema dos nimeros complexos.

4.1 O ESTAGIO PRE-CONCEITUAL DOS NUMEROS COMPLEXOS

Sfard (1991) argumenta que o estdgio pré-conceitual é o periodo no qual
os estudiosos sobre certo assunto matemdtico estavam se acostumando a certas

8 Sofistico, adjetivo que provém do latim sophisticus, que significa capicioso, enganoso, falso,
ilusério.

9 John Wallis (1616-1703 d.C.) foi um matemdtico britdnico e é conhecido como precursor do
Célculo Diferencial e Integral. Wallis foi pioneiro ao interpretar os ndimeros negativos na reta
real como um elemento de igual distAncia em relagdo  origem, com relacio ao correspondente
ndmero positivo real.

10 Albert Girard (1595-1632 d.C.) foi um matemdtico francés, conhecido por ter estabelecido
relagoes de soma e produto entre as raizes de uma equagiao do 3° e 4° graus (as denominadas relagdes
de Girard no estudo das equagbes polinomiais). Ainda, introduziu as primeiras abreviaturas ‘ser’,
‘cos’, ‘tan’ e também desenvolveu esbocos do Teorema Fundamental da Algebra.

11 René Descartes (1596-1650 d.C.) é especialmente conhecido pelo livro ‘Discurso sobre o método
para bem conduzir a razio na busca da verdade dentro da ciéncia’ (original em francés Discours
de la méthode pour bien conduire sa raison, et chercher la vérité dans les sciences), de 1637.

12 Huygens (1629-1695 d.C.) foi um matemdtico, fisico, engenheiro, astrbnomo e inventor
holandés.

13 Gauss (1777-1855 d.C.) foi fisico, astrdbnomo e matemdtico alemio que contribuiu em diversos

segmentos da ciéncia e, em particular, em 4reas da Matemdtica como a Teoria dos Ntmeros,
Estatistica, Andlise Matemdtica e Geometria Diferencial.
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operagoes, sendo que as manipulacoes eram tratadas como processos. Da Silva
(2011) comenta sobre o trabalho dos matemdticos hindus, como Brahmagupta'® e
Bhaskara Acharia®. Nos trabalhos de Bhaskara se percebe a problemadtica de extragao
de raizes quadradas quando o discriminante é negativo: “A raiz quadrada de um
afirmativo ¢ dupla: positiva e negativa. Nao hd raiz quadrada de um negativo” (DA

SILVA, 2011, p. 81).

Com relagio aos numeros complexos, Miles (1993) relembra que ao se
depararem com uma raiz quadrada negativa, os matemdticos pré-renascentistas
interpretavam que o problema originalmente proposto nio tinha sentido ou
solugdo, pois geralmente estes povos antigos tinham relagdo com atividades do
mundo material. Isto configurou dificuldades ou obstdculos para diversos estudiosos
em lidar com a concepgio da raiz quadrada de um nimero negativo, de modo que
muitos deles abandonavam o problema. Bem posteriormente, desta feita na Europa
Renascentista, as raizes quadradas negativas reaparecem com Scipione Del Ferro'®,
que descobriu um método'” para resolver a equagio ctbica reduzida do tipo x° + ax
= b, conforme relatam O’Connor e Robertson (1999).

Neste periodo da Renascenga, os debates publicos entre matemdticos italianos
eram comuns. O’Connor e Robertson (1999) ressaltam que esses debates geravam
prestigio social e profissional para os vencedores. Nestes, os pelejantes propunham
problemas para o adversdrio resolver. Essas caracteristicas, provavelmente, levaram
Scipione Del Ferro a nio publicar seus trabalhos, a fim de que tivesse um trunfo
para propor problemas que seus colegas poderiam nio conseguir resolver durante
esses eventos. Assim, Miles (1991) faz referéncia que Scipione Del Ferro, ao final da
vida, ensinou seu método a dois discipulos: Annibale della Nave — seu futuro genro
e sucessor na citedra em Bolonha — e Antonio Maria Fiore.

14 Brahmagupta (598-668 d.C.) foi um matemdtico e astrébnomo hindu que colocou o zero com
estatuto de ndmero e forneceu regras para manused-lo. Brahmagupta apresentou o cédlculo do
ponto de quebra de uma vara de bambu de dez pés cuja ponta atinge o chio a trés pés do caule,
que estava no texto chinés Chiu-chang shuan-shu (c. 50 a.C.~100 d.C).

15 Bhaskara Acharia (1114-1185 d.C.) ou Bhaskara II foi um prolifero matemdtico e astronomo
hindu, tendo desenvolvido trabalhos em diversas dreas da Matemadtica. No Brasil, em meados
do Movimento da Matemdtica Moderna, o nome de Bhaskara II passou a designar a férmula de
resolugido da equagio do 2° grau, cujo primeiro autor foi provavelmente o matemdtico indiano

Sridhara (870-930 d.C.).

16 Scipione Del Ferro (1465-1526 d.C.) foi professor na Universidade de Bolonha, fundada no
século XI, onde ensinava Aritmética e Geometria.

17 O método de Scipione Del Ferro utilizava como linguagem versos, em que o leitor poderia

roteirizar a resolucdo da equagio por meio de cdlculos numéricos, sem fazer uso da escrita
algébrica atual.
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Em 1535, houve um debate publico entre Annibale della Nave e Niccolo
Fontana, mais conhecido como Tartaglia'®, conforme relata Da Silva (2011).
Tartaglia aprendeu, como autodidata, a lidar com as equagdes cibicas da forma x’
+ px? = q. Neste embate cada oponente apresentou trinta problemas ao adversario.
Annibale della Nave apresentou problemas que envolviam equagdes cubicas
reduzidas do tipo 5 + ax = b, que seu falecido sogro lhe havia ensinado. Tartaglia
conseguiu adaptar o processo que ele conhecia das equagées do tipo x* + px* = q
durante o debate e, assim, resolveu todas as questoes propostas por Annibale della
Nave, tornando-se vencedor do evento.

Em 1539, houve um pedido de contato de Girolamo Cardano direcionado
a Tartaglia, solicitado em meio a promessas (posteriormente nio respeitadas) de
Cardano em nio revelar as descobertas. Nao se conhece o motivo, mas no referido
encontro Tartaglia contou o segredo da resolucio das equagdes cubicas para
Cardano.

O’Connor e Robertson (1999) observam que, em 1543, Girolamo Cardano
viajou a Bolonha para encontrar Annibale della Nave, com a intengio de descobrir
o que continha o caderno de Scipione Del Ferro (o falecido sogro de dela Nave).
Cardano teve sucesso na arte de dissuadir della Nave e conseguiu o método de
resolugio das equagoes ctibicas descoberto por Scipione Del Ferro. Posteriormente,
Cardano publicou, em 1545, o livro Ars Magna, onde descreveu o referido método,
fazendo breve mencio sobre as descobertas de Scipione Del Ferro e Tartaglia, que
tinham sido os verdadeiros autores da resolugao dos problemas das equagoes ctibicas.

Em sintese, o trabalho dos matemdticos renascentistas Scipione Del Ferro
e Niccolo Fontana (Tartaglia) para a solugao de equagdes de 3° grau atacou a
resisténcia com relagdo a existéncia das raizes quadradas de nimeros negativos.

Podemos interpretar essa descoberta de Scipione Del Ferro e Tartaglia na fase
pré-conceitual proposta por Sfard (1991), pois os niimeros complexos se restringiam
a certas manipulagdes feitas como processos numéricos, em um momento de
entendimento parcial do tema no universo do conhecimento matematico, revelando
um encontro inicial do ser humano com os niimeros complexos.

Passamos a destacar um problema do capitulo 37 do Ars Magna, de Girolamo
Cardano, apontado em Miles (1991), para ilustrar o estigio pré-conceitual,
conforme categorizou Sfard (1991). O cujo enunciado do problema matemadtico
era: Divida um segmento de comprimento 10 em duas partes cujo produto seja 40,
apontado na Figura 01.

18 Niccold Fontana (1500-1557 d.C.) tinha como pseud6nimo Tartaglia, por ter sido ferido na
garganta durante uma invasio francesa, quando crianga. Ele era autodidata e tinha extrema
capacidade em lidar com a matemdtica. Tartaglia traduziu uma edigio do famoso Os Elementos,
de Euclides, baseada em uma versio latina de um texto grego de Zamberti.
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Figura 01: O problema do Capitulo 37 do Ars Magna, de Cardano.

Fonte: Miles (1993, p. 8).

Relembramos que a solugio desse problema pelos antigos matemdticos
italianos mencionados era realizada por meio de versos, conforme pode ser conferido
no artigo de Da Silva (2011). A seguir, exploramos a resolu¢io por uma versao
atualizada, que faz uso da linguagem algébrica.

Observando-se a Figura 01, se ‘x” representar o comprimento de um dos
segmentos, o outro segmento terd comprimento 10-x, que aplicados a condigao
desse problema resulta x (10-x ) = 40, cuja resolugio recai nas solugdes x = 5 +V—15.
Miles (1993) destaca que Cardano afirmava que o problema nio tinha solugio, e
que as raizes eram sutis e intteis. Porém, Cardano percebeu que ao se multiplicar as
raizes (5 + v—15).(5 — v—15) resultava 25 - (-15) = 40, que verificava as condi¢oes
iniciais.

Maor (2008) ressalta que Cardano, a0 manipular a expressao descrita acima,
ficou “[...] intrigado com o fato de que, se operasse com essas solu¢oes imagindrias
de um modo puramente formal, como se elas obedecessem a todas as regras da
aritmética ordindria, as duas solu¢des preenchiam as condigoes do problema” (p.
215). Assim, em periodo posterior, Cardano denominou essas expressoes de raizes
sofisticas da equagao.

Artigue e Deledicq (1992) consideram a primeira fase da histéria dos
nimeros complexos, a qual Sfard (1992) denomina estigio pré-conceitual,
como um momento que evidencia a pertinéncia epistemoldgica de determinadas
ferramentas que surgiram no campo de descobertas como possivel suporte diddtico
para o ambiente escolar. Nesse sentido, podemos associar esse momento histérico-
epistemoldgico do estigio pré-conceitual de Sfard com relagio aos numeros
complexos a trés pontos favordveis para o campo diddtico, que estao discutidos
no artigo de Artigue e Deledicq (1992), a saber: “[...] o papel impulsionador dos
desequilibrios cognitivos; a distin¢do entre os pdlos ferramenta e objeto de um
conceito matemdtico; as diferencas entre a légica do ensino e a légica da histéria no
campo didético” (p. 10) .

Pelo que foi discutido no estdgio pré-conceitual de Sfard (1992), observamos
que:

19 “[...] le role moteur des déséquilibres cognitifs; la distinction entre les poles outil et objet d’'um
concept mathématique; les différences entre la logique de I'enseignement et celle de Thistoire

diddtico” (ARTIGUE; DELEDICQ, 1992, p. 10, tradugio nossa).

Signos, Lajeado, ano 44, n. 2, p. 529-553, 2023. ISSN 1983-0378 539



[...] nio é no quadro da resolugio das equacoes, do grau 2, que
motivard o recurso as quantidades imagindrias, mas sim o grau 3, isto
porque a resolugao das equacoes do segundo grau nao levanta nenhum
problema cognitivo, ou seja, nio cria nenhum desequilibrio (ARTIGUE;

DELEDICQ, 1992, p. 10) *.

Para Artigue e Deledicq (1992), no campo diddtico, a solugio deste
desequilibrio no campo dos nimeros complexos, nao consistiria em utilizar as
equagoes de Tartaglia e Cardano no ensino bdsico. Pelo contrario, as contribuicoes
se focam em uma agio mais modesta: “[...] a introdu¢io de um novo signo, a
adaptacio razodvel deste signo as regras habituais de cdlculo por uma espécie de
principio de permanéncia do cdlculo e o controle pragmdtico da validade desse

principio” (ARTIGUE; DELEDICQ), 1992, p. 10) %'

A seguir, passamos a desenvolver consideracoes com relagio ao tema dos
nimeros complexos e o estdgio operacional designado em Sfard (1992).

4.2 O ESTAGIO OPERACIONAL DOS NUMEROS COMPLEXOS

O estdgio operacional, de acordo com Sfard (1991), representa um periodo
de tempo em que um tema matemdtico comega a emergir a partir de processos
familiares da Matemadtica, além de ser introduzido o termo do ‘novo nimero’, que
serve de base para esclarecer certas operagoes, de modo puramente operacional.

O estigio operacional, na concep¢io de Sfard (1991), representa certa
continuidade com as descobertas anteriores, realizadas no estdgio pré-conceitual.
Um matemdtico renascentista que podemos considerar como ‘ponto inicial’ para
demarcar o estdgio conceitual, conforme Sfard (1992), em relagio aos nimeros
complexos foi Raphael Bombelli*?, que era “[...] um dos grandes entusiastas
pelo estudo do livio Ars Magna, porém achava a obra um pouco obscura ou
incompreensivel em certas passagens” (DA SILVA, 2011, p.84).

Da Silva (2011) relata que Bombelli escreveu um livro intitulado Maggiore
dell arithmetica, em trés volumes, em 1572, um ano antes da morte de Cardano,
com a intengao de utilizar uma forma de comunica¢io mais acessivel. Neste livro,
Bombelli reestudou a equagio x* = 15x + 4, do livro Ars Magna, de Cardano. Na

conclusio de sua resolucio, obteve a raiz x = /2 + V=121 + /2 — v=121. De acordo

20 “[...] ce nest pas, dans le cadre de la résolution des équations, le degré 2 qui va motiver le recours
a des quantités imaginaires mais le degré 3 et ceci parce que la résolution des équations du second
degré ne soulevant aucun probléme cognitif, ne créait aucun déséquilibre (p. 10, tradugio nossa).

21 “[...] l'introduction d’'um signe nouve, I'adaptation raisonnable i ce signe des régles de calcul
usuelles par une sorte de principe de permanence du calcul, le controle pragmatique de la validité
de ce principe: on tombe bien sur la racine réelle cherchée (ARTIGUE; DELEDICQ, 1992, p.
10, tradugio nossa).

22 Raphael Bombelli (1526-1573 d.C.) ¢ considerado um matemdtico e engenheiro hidrdulico
italiano.
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com Da Silva (2011), Bombelli percebeu que x = 4 era solugao, algo que Cardano
nao havia feito. Outro fato de destaque ¢ que Bombelli utilizou o termo ‘piz di meno’
para se referir a unidade imagindria, que em periodo bem posterior foi simbolizado
pela letra I’ Da Silva (2011) esclarece que Bombelli teve a sagacidade de estabelecer
regras para operar com esses nimeros, o que denota um movimento inicial do 2°
periodo designado por Sfard (1991) como concepgao operacional.

Outro matemdtico italiano, Ludovico Ferrari (1522-1560 d.C.), discipulo
e aluno de Cardano, promoveu outro avango envolvendo o tema dos nimeros
complexos. Cardano havia dado uma tarefa a Ferrari: resolver a equagio qudrtica x*
+ 6x* - 60x + 36 = 0. Conforme Da Silva (2011) “[...] Ferrari nio sé encontrou as

quatro raizes -3,-2, 1 € 4, como também obteve uma férmula geral” (p. 86).

Foi um matemdtico britanico, John Wallis (1616-1703 d.C.) que, ao escrever
o livro ‘Tratado de Algebra’, aceitou as raizes negativas e as complexas. Ao resolver a
equagido x°- 7x = 6, ele determinou as trés raizes reais -2, -1 e 3. Foi John Wallis que
percebeu, no livro acima mencionado, que as raizes negativas reais:

[...] tinham uma explicacio fisica muito boa, com base em uma linha com
0 marco zero, ¢ nimeros positivos se situando a uma distincia a direita do
ponto zero, em que os nimeros negativos estdo uma distincia a esquerda
de zero. Além disso, ele fez algum progresso em dar uma interpretagio

geométrica a +/—1 (MERINO, 2006, p. 3)%.

Segundo Silva (2008), o progresso de John Wallis com relagao aos niimeros
complexos ocorreu em 1673, por meio do livro De Algebra Tractatus, Historicus e

a X
Practicus. Neste texto, John Wallis explorou a propor¢ao x 5, ou ainda, a:x = x:b,
o que equivale atualmente a resolver uma equagao do tipo x* = a.b, em que @ ¢ ‘b’
s20 ntimeros reais.

Wallis considerou que +/—1 seria a média geométrica entre +1 e —1, por meio

1

X
da associacio com a definicio aplicada em —="7, que desenvolvido resulta em
¢ ¢ x -149

x*=-1. Assim,+/—1 seria a medida de um segmento ortogonal a dois segmentos de
sentidos opostos e de ‘medidas’ iguais a “+1” e -1’

Outro aspecto que reconhecemos com sendo do periodo operacional
apontado em Sfard (1991) foi a introdugao da acep¢ao do ‘novo nimero’. Assim,

Hellmich (1992) e Miles (1993) indicam que o simbolo +/—1 foi introduzido em
1629 por Albert Girard, sendo que a letra ‘7’ foi utilizada, em 1777, por Leonhard

23 [...] had a perfectly good physical explanation, based on a line with a zero mark, and positive
numbers being num%ers at a distance from the zero point to the right, where negative numbers
are a distance to the left of zero. Also, he made some progress at giving a geometric interpretation
to V-1 (MERINO, 2006, p. 3, tradugio nossa).
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Euler (1707-1783 d.C.) para representar v/—1, e apareceu impresso pela primeira

vez somente em 1794.

Foi Euler que “[...] visualizou os nimeros complexos como pontos de
coordenadas retangulares, mas nao forneceu uma base satisfatéria para os niimeros
complexos™ (MERINO, 2006, p. 4). Este simbolo comegou a ser aceito como
um objeto matemdtico e utilizado pela comunidade ap6s o uso por Carl Friedrich

Gauss (1777-1855 d.C.), em 1801.

Em sintese, esse momento histérico - com Bombelli, Ferrari, Wallis e outros
matemdticos - estabeleceu modos de lidar com a escrita e a realizagio de cdlculos
envolvendo os niimeros complexos, de modo que a resolugio dos problemas se
situava em uma abordagem predominantemente operacional. Neste viés, foram
consideradas formas de conectar os problemas propostos a processos familiares
aos matemadticos e, além disso, um novo tipo de nome emergiu no cendrio da
matemdtica: as ‘raizes sofisticas’ de uma equagao polinomial.

4.3 O ESTAGIO ESTRUTURAL DOS NUMEROS COMPLEXOS

Conforme descricio de Sfard (1991), na fase estrutural o conhecimento
matemdtico é reconhecido como um objeto matemdtico completo. No caso
dos niimeros complexos, isto corresponderia a expressio analitica dos nimeros
complexos dada por a + bi, onde i*=-1, @ e ‘b’ Reais, com b = 0, dada por Gauss®.

A expressdo analitica dos nimeros complexos de Gauss caracteriza o inicio do
estdgio estrutural designado por Sfard (1991), pois o niimero complexo comegou
seu percurso para ser reconhecido como um objeto préprio, no contexto do
universo matemadtico. Neste percurso da fase esturutural apontamos Caspar Wessel
(1745-1818 d.C.), um autodidata, que foi o primeiro a formular uma interpretacao
geométrica adequada para os niimeros complexos no texto ‘Sobre a representagio
analitica da direcio: uma tentativa, publicado em 1799, pela Académia Real
Norueguesa de Ciéncias. Neste artigo, se destaca como “[...] +1 a unidade retilinea
positiva, por —1 outra perpendicular & primeira, com a mesma origem; entao o
angulo de diregao de +1 serd 0°, o de -1 serd 180° [e] o de V=1 serd 90°” (MILES,
1993, p.13).

O artigo de Wessel, escrito em dinamarqués, passou despercebido até 1897,
quando foi desenterrado por um colecionador, e seu significado foi reconhecido
pelo matemdtico dinamarqués Sophus Christian Juel. A abordagem de
Wessel utilizou o que atualmente denominamos vetores. Ele usa a adigio
geométrica de vetores (a lei do paralelogramo) e definiu a multiplicagio de

24 “[...] visualized complex numbers as points with rectangular coordinates, but did not give a
satisfactory foundation for complex numbers” (MERINO, 2006, p. 4, tradugio nossa).

25 Carl Friedrich Gauss (1777-1855 d.C.) foi um renomado matemdtico alemio.
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vetores em termos do que atualmente denominamos adigio dos argumentos e
multiplicando as magnitudes (MERINO, 2006, p. 4) *.

De forma andloga, Jean-Robert Argand (1768-1822 d.C.), outro autodidata,
publicou em 1806 um panfleto intitulado Essai sur ia maniére de représenier les
quantités imaginaires dans les constructions géométriques, de acordo com Miles (1993)
e Merino (2006). O ensaio nao continha o nome de Jean-Robert Argand. Esse texto
teve divulgagao bem restrita, mas uma cdpia acabou sendo lida pelo matemdtico
A. Legendre (1752-1833 d.C.), que a remeteu a Francois Frangais, um professor
universitirio de matemdtica. Muitos anos depois, em 1813, Jaques, um irmao de
Frangois Francais, publicou um artigo:

[...] no Annales de Math’Emathiques, fornecendo o bdsico de ntmeros
complexos. No tltimo pardgrafo do artigo, Jaques reconheceu sua divida com
a carta de Legendre e instou o autor desconhecido a se apresentar. Argand
soube disso e sua resposta apareceu na préxima edigio do Jornal (MERINO,
2006, p. 5)7.

No ensaio, de 1806, Jean-Robert Argand acentuava que “[...] se multiplicamos
+1 por 7 obtemos 7 e se multiplicamos esse resultado novamente por 7 obtemos -1.
Dai, Argand escolhe representar ‘7" por uma operagio que agisse de modo andlogo.
Assim, podemos representar ‘7’ por uma rotagio de 90° em sentido anti-hordrio”

(apud MILES, 1993, p. 14).

O artigo de Hellmich (1992) menciona a concep¢io geométrica que
mostramos estar associada a Caspar Wessel e Jean-Robert Argand, registrado na
Figura 2, em que o ponto S, de coordenadas (0,1) representa a unidade imagindria
i=+-1.

26 Wessel’s paper, written in danish, went unnoticed until 1897, when it was unearthed by na
antiquarian, and its significance recognized by the Danish mathematician Sophus Christian Juel.
Wessel’s approach used what we today call vectors. He uses the geometric addition of vectors
(parallelogram law) and defined multiplication of vectors in terms of what we call today adding
the polar angles and multiplying the magnitudes (MERINO, 2006, p. 4, tradugio nossa).

27 [...] in the Annales de Math’emathiques giving the basics of complex numbers. In the last
paragraph of the paper, Jaques acknowledgedg his debt to Legendre’s letter, and urged the unknown
author to come forward. Argand learned of this and his reply appeared in the next issue of the
jornal (MERINO, 2006, p. 5, tradu¢do nossa).
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Figura 2: Interpretagao geométrica de +/—1.
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Fonte: Adaptado de HELLMICH (1992).

H4 indicios que Gauss possuia a representagdo geométrica dos nimeros
complexos desde 1796, mas foi publicado somente em 1831, quando ele enviou
suas ideias a Sociedade Real de Gottingen, conforme descreve Merino (20006).
Atualmente, a representagio geométrica dos niimeros complexos é realizada no
Plano de Gauss, ou ainda, no Plano de Argand-Gauss, jd que as descobertas parecem
terem sido feitas de modo independente.

O artigo de Grimberg (2014) relata e analisa a autorresenha envolvendo uma
segunda meméria de Carl Friedrich Gauss sobre os residuos biquadriticos, escrito
em 1831, intitulado 7heoria Residuorum Blquadraticum Commentatio Segunda. Este
artigo de Gauss foi “[...] editado na revista Anzeigen, da sociedade de Gottingen,
e se enderecava a um puablico mais amplo do que a comunidade matemdtica”
(GRIMBERG, 2014, p. 146). Outro ponto apontado por Grimberg (2014) foi
uma preocupagio de Gauss (1801) em acabar com a oposi¢io entre nimeros
reais e imagindrios, que repercutiu grande tempo nos autores daquela época. O
termo ‘imagindrio’ foi utilizado pela primeira vez por René Descartes em 1637,
no texto intitulado ‘A Geometria’, que era um apéndice do livro ‘Discurso Sobre
0 Método de Bem Ultilizar a Razao e de Encontrar a Verdade nas Ciéncias’. Bem
posteriormente, no século XIX, Gauss propos a denominagao ‘niimeros complexos’
ao invés de nuimeros imagindrios ou impossiveis, que ainda repercutia na época,
principalmente devida a influéncia de Euler.

Por quantidade imagindria, entendo sempre aqui uma quantidade expressa
sob a forma a + by/~1, onde b é diferente de 0. Se as quantidades imagindrias
ficam aceitas na andlise (o que por vérias razbes me parece preferivel a estas
serem rejeitadas, desde que estejam estabelecidas com um fundamento
suficientemente s6lido), dever-se-ia poder considerd-las como tio possiveis
quanto as quantidades reais; e nestes cdlculos prefiro abranger ambas as
quantidades reais e imagindrias sob a denominagio comum de quantidades

possiveis (GAUSS, 1797, W. 111, p.6, apud GRIMBERG, 2014, p. 149).

Grimberg (2014) observa que o principal argumento de Gauss em favor da
realidade dos nimeros imagindrios é que os conceitos matemdticos sao pertinentes
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desde que sejam possiveis. Este argumento de Gauss se fundamenta no argumento
devido a Leibniz, que coloca como dominio das verdades necessédrias o principio de
nao contradigao. Para Gauss:

[...] os conceitos matemdticos sio pertinentes desde que sejam possiveis,
ou seja, nao contraditdrios. Este critério (a nio contradigio) fundamenta e
justifica a existéncia e a realidade dos conceitos matemdticos da aritmética;
a concep¢io de Gauss se situa assim na tradi¢io leibniziana, considerando
o dominio da matemdtica como dominio das verdades necessdrias regidas
pelo principio de nao contradigao possiveis (GAUSS, 1799, W. 111, p. 6 apud
GRIMBERG, 2014, p. 150).

Grimberg (2014) ilustra a concepgao de Gauss sobre os nimeros complexos,
o que incluiu uma visao geométrica em relacio ao que atualmente se denomina
Plano de Argand-Gauss. Grimberg (2014) aponta que um argumento essencial de
Gauss para aqueles que ainda nao observavam a existéncia dos nimeros complexos:
exibir uma clara apreensao sensivel, pela associacao de cada ponto de coordenadas
inteiras a um nimero complexo inteiro.

Nio se trata nem de uma construciao nem de uma fundamentagio do conceito
de ndmero complexo inteiro, pois esta apreensio se constréi depois. [...] A
intengio de Gauss é tornar mais viva a compreensio dos niumeros complexos,
e por meio desta visualizagio pretendia mostrar que os niimeros complexos
podem se inscrever na realidade sensivel (GRIMBERG, 2014, p. 150).

A anilise de Grimberg (2014) com relagao ao livro ‘Disquisitionnes aritmeticae,
de Gauss (1801), revelou que houve uma progressio da apreensio sensivel dos
numeros complexos, viabilizada pelo tipo de registro de representagio geométrica,
que, por analogia, promoveu uma espécie de identidade na relagao entre os nimeros
e os pontos do plano. Gauss argumentava que a relagao previamente citada “[...] sao
entregues A visao (Anschauung) apenas através de uma representacao (Darstellung)

no espago” (GRIMBERG, 2014, p. 151).

No livio de Gauss a apreensio sensivel (denominada pelo autor de
Versinnlichung) dos nimeros complexos ocorre por via dos pontos do plano. Nas
observacoes de Gauss hd uma:

[...] apreensdo sensivel (Versinnlichung) dos ntimeros complexos por via
dos pontos do plano, a constatagio por analogia (o termo ¢é de Gauss), e a
identidade das relagoes entre os niimeros, por um lado, e entre os pontos, por
outro lado. A representagio geométrica dos nimeros complexos se transforma
em representagio (Darstellung) das relagdes entre os mesmos (GRIMBERG,
2014, p. 150).

Grimberg (2014) destaca na obra de Gauss o termo Versinnlichung
(Hipotipose), especialmente utilizado para realizar a representacio de um nimero
complexo no plano. Grimberg (2014) aponta em Immanuel Kant, no texto A
Critica do Juizo, que o termo Versinnlichung tem fungio esquemadtica ou simbdlica.
A concepgao de Kant da Versinnlichung é de uma figura retérica de pensamento,
em que se manifesta um novo dominio de reflexdo para o matemadtico, e que ocorre
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uma “[...] representagao tdo viva dos objetos pela palavra que se acredita mais ver do

que ouvir a prépria narrativa” (GRIMBERG, 2014, p. 151).

A representagdo geométrica dos niimeros complexos por meio de pontos do
plano:

[...] foi decisiva para sua aceitagio. A possibilidade dessa representagio era
clara para vérios autores, como Cotes, De Moivre, Euler ¢ Vandermonde;
todos eles tentaram resolver a equagio x” - 1 = 0 pensando em suas solugdes
como vértices de um poligono regular de 7 lados. Essa ideia era ainda
incompleta, pois nenhum desses autores achou uma interpretagio geométrica
para as operagdes com complexos (MILES, 1993, p.13).

Grimberg (2014) aponta que um argumento essencial de Gauss para aqueles
que ainda nao observavam a existéncia dos nimeros complexos: exibir uma clara
apreensio sensivel, pela associagio de cada ponto de coordenadas inteiras a um
nimero complexo inteiro. “A inten¢io de Gauss foi tornar mais viva a compreensao
dos nimeros complexos, e por meio desta visualizagao pretendia mostrar que os
ndmeros complexos podem se inscrever na realidade sensivel” (GRIMBERG, 2014,

p. 150).

De acordo com Merino (2006), foi William Rowan Hamilton (1805-1865
d.C.), que em:

[...] um livio de memdrias, escrito em 1831, definiu pares ordenados
de ndimeros reais (a, b) como uma dupla. Assim, ele definiu a adicio e
a multiplicagdo de pares ordenados: (a, b) + (¢, d) = (a+c, b+d) e (a, b).(c,
d) = (ac-bd, be+ad). De fato, esta é uma definigio algébrica dos niimeros
complexos® (p. 4).

Maor (2008) realca esse ponto descrito no pardgrafo anterior, ao observar que
a definigao algébrica dos niimeros complexos por pares ordenados de Hamilton, em
1831, realizou uma abordagem do tema “[...] de modo puramente formal, ao trati-
los como pares ordenados de niimeros reais, sujeitos a certas regras de operagao”
(p- 216), que corresponde a adi¢io e a multiplicagdo por escalar e o produto de dois
complexos.

Nas palavras do préprio Hamilton o simbolo +/~1 era antiguamente
considerado um numero absurdo e denotava a impossibilidade de extragio, ou
ainda, um ndmero imagindrio. Mas na teoria das fun¢oes conjugadas “[...] o mesmo
simbolo /-1 apresenta significado e denota uma possibilidade de extracio, ou seja,
um par real (-1,0) [...] a principal raiz quadrada do par ordenado (-1,0). Assim [...]

28 “[...] in an 1831 memoir defined ordered pairs of real numbers (a, b) to be a couple. He defined
addition and multiplication of couples: (a, b)+(c, d) = (a+ ¢, b +d) and (a, b).(c, d) = (ac-bd,

be+ad). This is in fact an algebraic definition of complex numbers” (p.4, tradugdo nossa).
29 As operagoes de adicio e multiplicagio por escalar k.(a,b)= (ka, Kb) e multiplicagio entre dois

complexos (a,b).(c,d) = (ac- bd, ad+bc), sendo (a,b) e (c,d) dois nimeros complexos ¢ k" um
ntimero real.
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para qualquer par ordenado (a;,a,); (a,,a,) = a, + a,3/—1 (Hamilton, 1937
apud VEAS; GONZALEZ, 2013, p. 4)*.

Fontes e Muniz (2013) e Ghedamsi (2017) destacam que a introdugio
histérica da interface geométrica concreta proporcionada pelo plano de Argand-
Gauss em que os nimeros complexos eram considerados pontos (Afixos) e, ainda,
pela associagdo dos nimeros complexos como vetores do plano R?, abriu espago
na matemdtica abstrata para a identificacio do isomorfismo®' entre dois espagos
vetoriais: o conjunto dos niimeros Complexos e o R% Isso configurou um estatuto
de objeto matemitico, conforme os preceitos defendidos por Sfard (1991). Assim,
na Matemadtica, os nimeros complexos apresentam uma estrutura de corpo®,
construida algebricamente pela extensao dos niimeros reais.

Foi no século XIX que quantidades imagindrias adquiriram seu estatus
atual como objetos matemdticos legitimos. Isso foi realizado através da
interpretagio geométrica proposta por Wessel, Argand, Gauss e através
das construgbes algébricas de Cauchy e Hamilton [...]. A representacio
geométrica de niimeros complexos como pontos no plano complexo tem suas
primeiras citagbes nos trabalhos de 1797 por C. Wessel e 1806 por J. Argand.
O eixo imagindrio foi introduzido, associando a raiz quadrada de -1 como
uma unidade perpendicular a 1. Argand entendeu os complexos como linhas
direcionadas (conforme Artigue, 1992), uma ideia que precede os vetores®

(VEAS; GONZALEZ, 2013, p. 4).

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857 d.C.), em 1814, situou os ndimeros
complexos no que, atualmente, foi denominado de Teoria das Fung¢des Analiticas,

30 [...] the same symbol /7 is significant, and denotes a posible extraction, or a real couple
(-1,0) [...] the principal square root of the couple (-1,0). Therefore [...] for any couple (a,, a, )
whatever; ':E.L.E.::] = a + an l.‘."—_']_ (Hamilton, 1937 apud VEAS, GONZALEZ, 2013, p. 4,

tradugdo nossa).

31 Na Algebra duas estruturas matemdticas sio isomorfas se for possivel estabelecer uma relagio
bijetiva entre elas. Dois objetos isomorfos sio indistinguiveis, de modo que o mapeamento entre
dois objetos mostra um relacionamento entre as propriedades ou operacoes das duas estruturas
matemdticas em questdo. Na Teoria dos Grupos, o isomorfismo é uma aplicagio ou funcio
f: A— B que gera uma correspondéncia biunivoca entre os elementos dos grupos A e B,
respeitando-se as operagoes de cada grupo (Hazewinkel, 2001).

32 Corpo ¢ uma estrutura algébrica abstrata em que a adigio, a subtragdo, a multiplicacdo e a divisdo
sio bem-definidas. No caso, o corpo dos nimeros complexos é dado pela triade (C, +, *).

33 Fue en el siglo XIX que las cantidades imaginarias adquirieron su condicién actual de objetos
matemdticos legitimos. Esto se logré a través de la interpretacién geométrica propuesta por
Wessel, Argand, Gauss, y mediante las construcciones algebraicas de Cauchy y Hamilton [...]. La
representacion geométrica de los niimeros complejos como puntos del plano complejo tiene sus
primeras citas en los trabajos de 1797 de C. Wessel y de 1806 de J. Argand. Se introdujo el eje
de los imaginarios, asociando la rafz de —1 como una unidad perpendicular a 1. Argand entendié
a los complejos como lineas dirigidas (Artigue, 1992), idea que antecede a los vectores (VEAS;

GONZALEZ, 2013, p. 4, tradugio nossa).
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através de um texto submetido a Académica Francesa de Ciéncias. Merino (2006)
comenta que o nome ‘Teoria das Fung¢des Analiticas’ nao foi designacao de Cauchy.

Lira e Brandemberg (2022) relatam que foi Joseph-Louis Lagrange (1736-
1813 d.C.) quem publicou a obra ‘7héorie des Fonctions Analytiques, em 1797 e com
segunda edi¢do ampliada em 1813. Na época, Lagrange pensou e escreveu seu livro
de modo a “[...] evitar o problema das quantidades infinitamente pequenas. Com
isso, o foco principal era realizar a redu¢io a métodos puramente algébricos, bem
como suas relacoes operacionais, descartando a utilizagio de métodos infinitesimais”
(LIRA; BRANDEMBERG, 2022, p. 143). Assim, essa obra de Lagrange representa
outro marco de encontro dos nimeros complexos com um estatuto de objeto
matemadtico, no caso, sintonizando-o com o conceito de fungio.

Outro ponto de enlace dos nimeros complexos envolveu a trigonometria.
Nesse interim, o nome de Abraham de Moivre* (1667-1754 d.C.) merece
destaque. Foi Moivre, em 1676, que escreveu “[...] uma expressdo equivalente ao
que atualmente conhecemos como o teorema de Moivre: (cos + i sen)" = cos(n6)

+1sen(nf), em que ‘0’ é um inteiro”” (MERINO, 20006, p. 4).

A expressio acima ¢ conhecida como primeira férmula de Moivre, sendo
utilizada para calcular poténcias de nimeros complexos na forma polar ou
trigonométrica. Historicamente, foi o renomado Euler (1707-1783 d.C.) quem
utilizou “[...] a férmula x + iy = r(cos + i senB), e visualizou as raizes de z° = 1 como
vértices de um poligono regular” (MERINO, 2006, p. 4).

Assim, a partir da expressdo z= x + iy = r(cos0 + isen0), foi obtida a 12 férmula
de Moivre, ou seja, z" = r".[cos(nf) + i sen(nB)]. E, os nimeros complexos foram se
desenvolvendo na fase estrutural, a partir do reconhecimento e desenvolvimento do
objeto matemadtico, conforme concepgao de Sfard (1991).

5 CONSIDERACOES FINAIS

Para se ter ideia das dificuldades dos diversos estudiosos com relagio ao
entendimento dos nimeros complexos ao longo da Histéria da Matemdtica
podemos levar em consideragao uma ponderagao de Leonhard Euler (1707-1783
d.C.), um matemaitico do século XIX. No livro ‘Elementos de Algebra’, de autoria
de Euler, cuja primeira edi¢ao data de 1770 e publicado no Brasil em 1809, ha
mencio da necessidade de se operar com os niimeros imagindrios, e hd discussio a
respeito da dificuldade de abordagem do tema.

Quando, pois, acontecer o querer se extrair a raiz de um niimero negativo,
necessariamente haverd muito embaraco, por ndo poder existir nimero algum

34 Abraham de Moivre (1667-1754), aos dezoito anos de idade, deixou a Fran¢a por motivos de
perseguicao religiosa e foi morar na Inglaterra (Merino, 2006, p.6, tradugio nossa).

35 “[...] an equivalent expression to what is today known as de Moivre’s theorem:

(cosB + i sinB)n = cos(nB) + i sin(nB) where 0’ is an integer” (MERINO, 2006, p. 4, tradugio
nossa).
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assinaldvel, cujo quadrado seja negativo. Por tanto, pretender, por exemplo,
extrair a raiz de -4, seria querer achar um ndimero, que multiplicado por si
mesmo desse -4. [...] Convém por tanto concluir, que a raiz quadrada de
um ndmero negativo nio pode ser nimero positivo, nem negativo; pois
que também os quadrados dos negativos tomam o sinal mais. E por isso de
necessidade, que a raiz, de que se trata, pertenca a uma espécie de niimeros
totalmente particular; pois nio pode ser contada, nem entre os negativos, nem
entre os positivos (EULER 1840, p. 42 apud DA SILVA, 2009, p. 46).

Os resultados que puderam ser levantados nesse estudo mostraram que no
estdgio pré-conceitual dos Numeros Complexos houve contribuicio de estudiosos
de diversas civilizagoes, especialmente no Antigo Império Arabe e na Europa
Renascentista Italiana, momento em que houve um estranhamento com as raizes
quadradas de nimeros negativos através da resoluciao de equagdes de terceiro e
quarto graus, sendo que estas eram resolvidas através do uso de versos, em lingua
natural.

No campo didético Artigue e Deledicq (1992) apontam que no periodo
pré-conceitual a contribui¢io ocorreu por meio de se considerar e manipular os
resultados minorando a resisténcia a existéncia das raizes quadradas de nimeros
negativos, assim como certa adaptagio e controle deste signo as regras habituais de
célculo, de acordo com o principio de permanéncia.

O periodo operacional, destacado em Sfard (1992), representou continuidade
e avango com as descobertas realizadas no estdgio pré-conceitual. Assim, no estdgio
operacional houve progresso em realizar uma interpretagao geométrica de V-1 por
meio do conceito grego de média geométrica.

No periodo operacional Bombelli utilizou o termo ‘pitt di meno’ para se
referir & unidade imagindria, que foi simbolizado pela letra i’ por Leonhard Euler
(1707-1783 d.C.). Ainda, Euler visualizou os niimeros complexos como pontos
de coordenadas retangulares, mas nio forneceu uma base formal para os nimeros
complexos.

No terceiro e derradeiro periodo, denominado por Sfard (1992) como estdgio
conceitual, constatamos as contribui¢oes de Caspar Wessel (1745-1818 d.C.), Jean-
Robert Argand (1768-1822 d.C.) e Carl Friedrich Gauss (1777-1855 d.C.). Wessel,
Argand e Gauss formularam, de modo independente, uma interpretagao geométrica
adequada para os niimeros complexos, indicando v/~1 no eixo vertical do Plano
Complexo, por uma rotagio de 90°, no sentido anti-hordrio do ponto (1,0).

Ainda, Euler introduziu a forma polar ou trigonométrica de um complexo e
também visualizou as raizes de z" = 1 como vértices de um poligono regular. Assim,
no estdgio conceitual houve uma apreeensao sensivel dos nimeros complexos,
viabilizada pelo registro de representa¢ao geométrica, que promoveu uma identidade
na relacio entre os niimeros complexos e os pontos do plano de Argand-Gauss.

Por fim, William Rowan Hamilton (1805-1865 d.C.) e Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857 d.C.) formalizaram o estudo do tema por meio do registro
algébrico. Nesse sentido, houve a defini¢ao de um ndmero complexo como o par
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(a, b), sujeito a certas regras de operagdo, em que a adigao e a multiplicagao eram
representadas por (a, b) + (¢, d) = (a+c, b+d) e (a, b).(c, d) = (ac-bd, be+ad), assim
como o simbolo i = +/—1 ficou associado como a principal raiz quadrada do par
(0,1), no plano de Argand-Gauss. Ainda, Abraham de Moivre®® definiu a poténcia
de um nimero complexo.

Em sintese, podemos apreender que no plano histérico-epistemolégico os
ndmeros complexos foram utilizados como ferramentas para resolver equagoes
algébricas e que gradualmente se tornaram um objeto de estudo préprio de
uma concep¢ao formal da Matemdtica. Entendemos que o estudo dos nimeros
complexos representa uma possibilidade de utilizagio da histéria da Matemdtica
como suporte para entender a ponte entre o concreto e abstrato, dicotomia que
pode enriquecer a transi¢io para o pensamento matemdtico avangado.

Af se encontra a esséncia da mudanca da fase operacional para a fase estrutural
no marco tedrico de natureza epistemoldgica por Sfard (1991). A autora pondera
que a concepgio operacional pode ser considera como auxilio ou patamar para a
estruturagao de conceitos matematicos.

A abordagem estrutural deve ser considerada como o estdgio mais avancado
do desenvolvimento do conceito. Em outras palavras, temos boas razdes para
esperar que, no processo de formacio do conceito, as concepgdes operacionais
precedem a concepgio estrutural (SFARD, 1991, p. 10)¥.

Costa (1971) descreve que no decorrer do desenvolvimento da matemadtica,
questionou-se o fato de nao ser possivel se extrair a raiz quadrada de um nimero
negativo, no campo dos niimeros reais. “A necessidade de levantar esta exce¢do, de
modo a tornar possiveis todas as operagdes sobre nimeros reais, teve como resultado
a criagdo dos niimeros complexos. Esta nova classe de niimeros é, portanto, de

origem algébrica” (COSTA, 1971, p. 222).
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